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AVERTISSEMENT 


DK LA PREMIÈRE ÉDITION. 


On a déjà plusieurs Traités de Méchanique, mais le plan de celui-ci est 
entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, 
et l'art de résoudre les problèmes qui s’y rapportent, à des formules géné- 
rales, dont le simple développement donne toutes les équations nécessaires 
pour la solution de chaque problème. J espere que la maniéré dont j'ai 
tâché de remplir cet objet, ne laissera rien à desirer. 

Cet Ouvrage aura d’ailleurs une autre utilité ; il réunira et présentera 
sous un même point de vue, les diflerens Principes trouvés jusqu'ici pour 
faciliter la solution des questions de Méchanique, en montrera la liaison et 
la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur justesse et de 
leur étendue. 

Je le divise en deux Parties: la Statique ou la Théorie de l’Equilibre, et 
la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et chacune «le ces Parties 
traitera séparément «les Corps solides et des fluides. 

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que 
j'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnemens géométriques 
on méchanupies, mais seulement des opérations algébriques, assujetties à 
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une marche régulière et uniforme, (jeux qui aiment l’Analyse, verront avec 
plaisir la Méchanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré 
d’en avoir étendu ainsi le domaine (i). 

(l) Extrait tirs registres tir i‘ Académie royale des Sciences , du vin fit- sept Février 
mil sept cent quatre-vingt-huit. 

Messieurs i»r la Plack, Cousin, lk Gkni>rf et moi, ayant rendu rompu* d'un Ouvrage mti- 
(nlê : Méchanique a naît tique y par M. nu la Grangk, l'Academie a juge cet Ouvrage digne de son 
Approbation, et d’élre imprime sous son Privilège. 

Je certifie cet Extrait conforme aux registres de l’Academie. 

a Pari*. cw 77 Février i*tw. 

Ijt Marquis DE CONDORCET. 
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DF, LA DEUXIÈME ÉDITION. 


On a déjà plusieurs Traités de Mécanique, niais le plan de celui-ci est 
entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, 
et l’art de résoudre les problèmes qui s’y rapportent, à des formules géné- 
rales, dont le simple développement donne toutes les équations nécessaires 
pour la solution de chaque problème. 

Cet Ouvrage aura d’ailleurs une autre utilité: il réunira et présentera 
sous un même point de vue les différents principes trouvés jusqu'ici pour 
faciliter la solution des questions de Mécanique, en montrera la liaison et la 
dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger tle leur justesse et de leur 
étendue. 

Je le divise en deux. Parties: la Statique ou la Théorie de l’Équilibre, et 
la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et dans chacune de ces Parties, 
je traite séparément des Corps solides et des Fluides. 

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que 
j’y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnemens géométriques 
ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujéties à une 
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marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l’Analyse, verront avec 
plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré 
d’en avoir étendu ainsi le domaine. 

I ci est le plan que j’avais tâché de remplir dans la première édition de 
ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci est à plusieurs égards un Ouvrage 
nouveau sur le même plan, mais plus ample. O11 a donné plus de dévelop- 
pement aux principes et aux formules générales, et plus d’étendue aux 
applications, dans lesquelles on trouvera la solution des principaux pro- 
blèmes «pu sont du ressort de la Mécanique. 

On a conservé la notation ordinaire du Calcul différentiel, parce qu'elle 
répond au système des infiniment petits, adopté dans ce Traité. Lorsqu’on 
a bien conçu l’esprit de ce système, et qu’on s’est convaincu de l’exactitude 
de ses résultats par la méthode géométrique des premières et dernières 
raisons, ou par la méthode analytique des fonctions dérivées, on peut em- 
ployer les infiniment petits comme un instrument sûr et commode pour 
abréger et simplifier les démonstrations. C’est ainsi qu’on abrège les démons- 
trations des Anciens, par la méthode des indivisibles. 

Nous allons indiquer les principales augmentations qui distinguent cette 
édition de la précédente. 

La première Section de la première Partie contient une analyse plus 
complète des trois principes de la Statique, avec des remarques nouvelles 
sur la nature et la liaison de ces principes; elle est terminée par une démons- 
tration directe du principe des vitesses virtuelles, et tout-à-fait indépen- 
dante des deux autres principes. 

Dans la seconde Section, on démontre d’une manière plus rigoureuse 
(pie le principe des vitesses virtuelles, pour un nombre quelconque de forces 
en équilibre, peut se déduire du cas où il n’y a que deux forces, ce qui 
ramène directement ce principe à celui du levier; on réduit à mie forme 
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|»lns générale les équations qui résultent de ce principe, et l’on donne les 
conditions nécessaires pour qu'un système de forces soit équivalent à un 
autre système de forces, et puisse le remplacer. 

Dans la troisième Section, on établit d'une manière plus directe les for- 
mules des mouvements instantanés de rotation, et de la composition de ces 
mouvements, et on en déduit la théorie des moments et de leur compo- 
sition; on y expose une propriété peu connue du centre de gravité, et on 
dotme une nouvelle démonstration des rnaxima et mininw qui ont lieu dans 
l’état d’équilibre. 

I>a quatrième Section contient des formules plus générales et plus simples 
pour la solution des problèmes qui dépendent de la méthode des variations; 
et, par la comparaison de ces formules avec celles de l’équilibre des corps 
de ligure variable, on y montre comment les questions relatives à leur équi- 
libre rentrent dans la classe de celles qui sont connues sous le nom de pro- 
blème général des isopérimètres, et se résolvent de la même manière. 

La cinquième Section offre quelques problèmes nouveaux et des remar- 
ques importantes sur quelques-unes des solutions déjà données dans la pre- 
mière édition. 

Dans la sixième Section, on a ajouté quelques détails à l'analyse histo- 
rique des principes de l’Hydrostatique. 

On a donné, dans la septième Section, plus de rigueur et de généralité 
au calcul des variations des molécules d'un fluide, et on a rendu beaucoup 
plus simple l’analyse des termes qui se rapportent aux limites de la niasse 
fluide; on a déduit de ces termes la théorie de faction des fluides sur les 
solides qu'ils recouvrent, ou sur les parois des vases qui les renferment, et 
on en a tiré une démonstration directe de ce théorème cpie, dans l’équi- 
libre d'un solide avec un fluide, les forces qui agissent sur le solide sont les 

mêmes que si le fluide ne formait qu'une seule masse avec le solide. On a 

b. 
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ajout** aussi, tant dans cette Section que dans la suivante, qui traite de 
l’équilibre des fluides élastiques, quelques applications des formules géné- 
rales de l'équilibre des fluides. 

La deuxième Partie, qui contient la Dynamique, offre un plus grand 
nombre d'augmentations. 

Dans la première Section, on a rendu plus complète et plus exacte dans 
quelques points l'analyse historique des principes de la Dynamique. 

Il y a dans In deuxième Section une addition importante, où l’on montre 
dans quels cas la formule générale de la Dynamique, et par conséquent 
aussi les équations qui en résultent pour le mouvement d'un système de 
corps, sont indépendantes de la position îles axes des coordonnées dans l’es- 
pace, ce qui donne le moyen de compléter une solution où l’on aurait 
supposé milles quelques constantes, par l’introduction de trois nouvelles 
constantes arbitraires. 

Dans la troisième Section ou a donné plus d'extension aux propriétés 
relatives au mouvement du centre de gravité et aux aires décrites par un 
système de corps; on y a ajouté la théorie des axes principaux ou de rota- 
tion uniforme, déduite de la considération des mouvements instantanés de 
rotation, par une analyse différente de celle qu’on y avait employée jus- 
qu'ici ; et on y démontre quelques théorèmes nouveaux sur la rotation d'un 
corps solide ou d’un système de corps, lorsqu'elle dépend d’une impulsion 
primitive. 

La quatrième Section est à peti de chose près la même que dans la pre- 
mière édition. 

.Mais la cinquième Section est entièrement nouvelle; elle renferme la 
théorie de la variation des constantes arbitraires, qui a fait l’objet de trois 
Mémoires imprimés parmi ceux de la première Classe de l’Institut, pour 
l'année 1808, mais présentée d’une manière plus simple et comme une 


Digitized by Google 



AVERTISSEMENT. 


\ Il 

méthode générale d'approximation pour tous les problèmes de mécanique, 
où il y a des forces perturbatrices peu considérables par rapport aux forces 
principales. 

Nous observerons ici, pour donner à cette théorie toute l'étendue dont 
elle est susceptible, que la fonction V, qui dépend des forces principales, 
ne peut être qu’une fonction exacte des seules variables indépendantes f , 4, 
<P, etc., et du temps f , mais qu’il n'est pas nécessaire que la fonction désignée 
par 12, et qui dépend des forces perturbatrices, soit aussi de la même nature. 
Quelles que soient ces forces, si on les décompose, pour chaque corps ni du 
système, en trois X, Y, Z, suivant les coordonnées je, y, z, et tendantes à 
les augmenter, il n’y aura qu’à réduire ces coordonnées en fonctions des 
variables indépendantes £, ->1, p, etc., et on pourra substituer à la place 

des différences partielles etc., les sommes respectives 


,( x 


f/.r 

Tl 


Y d JL 



Sm 


f X - 
V ** 


Y ’t 



et, par conséquent, à la place de A. 12, la quantité 

Sm(XiT -+- Y A/ -+- ZAz), 


où la caractéristique A se rapporte aux constantes arbitraires ; de sorte qu'on 
, rHl 

pourra changer en 


M x £+ y£ 



et ainsi des autres différences partielles de 12. De cette manière, la méthode 
sera applicable à des forces perturbatrices représentées par des variables 
quelconques. 

Enfin la sixième Section, qui est la dernière de ce volume, et qui répond 
au paragraphe premier de la cinquième Section de l’édition précédente, est 


Digitized by Google 



\ III 


avertissement. 


augmentée de différentes remarques, et surtout de la solution de quelques 
problèmes sur les oseillations très-petites des corps; elle est terminée par la 
théorie des cordes vibrantes, que j'avais donnée dans le premier volume des 
Mémoires de Turin, et qui est présentée ici d’une manière plus simple et à 
l'abri des objections que d’Alembert avait faites contre cette théorie, dans 
le premier volume de ses Opuscules. 


Digitized by Google 


AVERTISSEMENT 


DE LA TROISIÈME ÉDITION. 


La Mécanique analytique est un ouvrage de premier ordre dont nous 
n'avons pas besoin de faire ici l’éloge. Il nous suffira de rappeler que les 
géomètres le regardent, d’un commun accord, comme le chef-d’œuvre de 
son illustre auteur. 

La netteté et l’élégance du style, non moins que l’enchaînement métho- 
dique des diverses parties, témoignent assez que Lagrange ne s’est pas 
contenté de mettre au jour des idées neuves et fécondes, et que la rédaction 
même et la révision des détails ont été pour lui l’objet d'un soin minutieux. 

En lisant les notes très-courtes placées au bas des pages, on verra cepen- 
dant qu’un assez grand nombre d’inadvertances subsistaient dans la deuxième 
édition. J’ai cru devoir les signaler. Mais cette critique minutieuse, qui 
porte parfois sur le sens d’u« mot ou sur quelques termes d'une formule, 
n'implique dans aucun cas l'idée d'une opinion opposée à celle de Lagrange, 
et que j'aurais la hardiesse de proposer au lecteur. Toutes mes notes ont 
pour but de développer le sens du texte lorsqu’il ne me semble pas assez 
clair, ou de le rectifier dans des cas où l’incorrection n’est pas douteuse. 

Lorsque les progrès de la science ont exigé des développements plus 
considérables, les Notes ont été renvoyées à la fin du volume. Les lecteurs 
me sauront gré d’y avoir placé, tout d’abord, deux dissertations remar- 
quables publiées déjà dans le Journal de M. Liouville par M. Poinsot et 
M. Dirichlet, qui critiquent l’un et l’autre, avec beaucoup de justesse, des 
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passages importants de la première partie, et indiquent en même temps 
de quelle manière il convient de les modifier. 

En reproduisant ces écrits, dans lesquels une partie de la tâche que je 
m'étais imposée se trouve accomplie avec tant de supériorité, je suis heu- 
reux de penser que cette nouvelle édition se trouve, en quelque sorte, 
placée sous le patronage de deux noms illustres. 


Part» , le iS juin ifti. 

J. BERTRAND. 


Digitized by Google 



TABLE DES MATIÈRES. 


Pagr*. 

AïE&liaSEMEBT DE LA PREMIERE ÉDITION: ■ » . • , t t • t t r « l i i t i t > t» i • « • - • • i L 

Avertissement de la deuxième édition • III 

Avertissement de la troisième édition iv 

PREMIÈRE PARTIE. - LA STATIQUE. 

Skct. 1. — Sur les différent» principe» de la Sialique i 

Sect. II. - Formule générale de la Sialique pour l'équilibre d'un sustéme<iuekonqur 
de foret, arec la manière de faire usage de celle formule 

Sect. II). — Propriétés générales de l’équilibre d’un système de corps, déduites de la 

formule précédente 4° 

§ !• — Propriété» de l'égnilibre d’an système libre, relatives au mouvement de tram- 

Utiou . . — — ÎÉ-l 

§ 11- - Propriétés de l'equilibre . relatives au mouvement Je rotation 43 

§ H!. — Pc la composition des mouvements d«’ rotation autour de différants axes, et 

des inomrnts relatifs A trt axps 5l 

§ IV» — Propriétés dg l’équilibre, relatives au centre de gravité 58 

§ V. — Propriétés de l'équilibre, relatives aux maxima et minima *>» 

Sect. IV. — Manière plus simple et plu » générale de faire usage de ta formule de l'é- 
quilibre, donnée dans la deuxième serium « 69 

§ 1 — Méthode des multiplicateur* 

§ II. — Application de la même méthode à la formule de l'équilibre des corps con- 
tinus, dont lous les points sont tirés par des forces quelconques 7 j 

§ III. — Analogie des problèmes de ce genre avec ceux de maxt/nh et mtnimis. .... 8a 
hiulL jL il 


Digitized by Google 


XII 


TABLE DES MATIERES. 


Sect. V. — 

Solution de différents problèmes de Statique 

99 

(Imr. I. — 

De l’ équilibre de plusieurs forces appliquées » un même point de la 


composition et do la décomposition des forces 

1b. 

$ «• - 

De l’équilibre d’un corps ou point tire par plusieurs forces 

IOO 

§ h. - 

De la composition et décomposition des forces 

io4 

Chip. II. — 

I)e l'équilibre de plusieurs forces appliquées à un système de corps, 



considérés comme des points, et liés entre eux par des (ils ou par 



des verges 

1 OC) 

UL - 

De lequilibre de trois ou de plusieurs corps attaches à un fil inextensible, ou 


extensible et susceptible de contraction 

1_U1 

SJL - 

De l'équilibre de trots ou plusieurs corps attachés à une verge inflexible et 



■ m 

$ III. — 

De l’cnuilibre de trois ou plusieurs corps attaches k une verge à ressort. . . . 

i sh 

Chap. 111. — 

De l’équilibre d'un fil dont tons les points sout tirés par des forces 



quelconques, et qui est supposé flexible, ou inflexible, ou élas- 
tique, et en même temps extensible ou non 


1_L - 

De l'équilibré d’un fit flexible et inextensible 

122 

SJL - 

De l'équilibré d’un fil, ou d’une surface flexible ci en même temps extensible 


et contractible 

. 

$ ni. — 

De l’équilibre d’un fil ou lame élastique 

■ 43 

ç IV. 

De l’équilibre d un fil roide et de figure donnée 

i s? 

(■MAP. IV. 

De K équilibre d’un corps solide dt* grandeur sensible et de figure quel- 



conque, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques. 

îln 

Sri-.t. VI. — 

.Sur les principes de 1 Hydrostatique 

I fi(i 

Sut. \ 11, — 

De 1 équilibre de* fluides incompressible t 

'7-3 

$_L - 

De 1’eqoilibre d'un fluide dans un tuyau tres-étroit. 

/b. 

UL - 

Oïl l’on déduit les lois generales de l’équilibré des fluides incompressibles, de 



la nature des particules qui les composent. 

'79 

$ 111 . — 

De l equilibre d'une masse fluide libre avec un solide quelle recouvre 

l< )3 

« IV. - 

De IVquibbre des fluide» incompressibles contenus dans des vases 

900 

Sect. Mil.- 

/Je l' équilibre des fluides compressibles el élastiques 

‘JO -J 


Digitized by Google 


TABf.fc DES MATIÈRES. XIII 

SECONDE PARTIE. - LA DYYIMIOIK. 

Part*». 

Sect. I. — Stir les différents principes de la Dynamique ^07 

Suit. U. — Formule générait de la Dynamique pour U mouvement d'un système de 

corps a ni nos par des farce* quelconques Ui to 

Sect. 111. — Propriété générâtes du mouvement , déduites de la formule précédente . . r i,\<) 

§ I. — Propriétés relatives au centre de gravité /b. 

$ II. — Prophète» relatives aux aires a44 

§ 111. — Propriétés relatives aux rotations prod ni les par des forces d'impulsion 25a 

§ IV. — Propriétés je» axe» fixe» de rotation d'un corps libre de figttrg quelconque... j58 

§ V. — ProprjpU’s relatives aux force» vivo 267 

$ VI. — Propriétés relative» à la moindre action at^4 

Sect. IV. — Équation* différentielles pour la solution de tous les problèmes de Dyna- 
mique 283 

Sk« t. \ . — Méthode générale d'approximation pour les problèmes de lUpitnmguc . 

fondée sur la cariation des constantes arbitraire* agi) 

§ I — Où l’on déduit des équations donnas dans la section precedente, une rela - 
tion generale entre les variations des constantes arbitraires 3oo 

§ II. — Où Ton donne 1 es «quations différentielles les plus simples pour déterminer 

les variations des constantes arbitraires, dues à des forces perturbatrices. . . 3o5 

§ ITI. — Où Ton démontre une propriété importante de la quantité qui exprime la 

force vive dans un système troublé par des forces perturbatrice» 3 16 

Su t. VI. — Sur tes oscillations très-petites d'un système quelconque de corps lao 

§ I. — Solution generale du problème des oscillations très-petites «l'un système de 

corps autour Je leurs points d'équilibre //». 

§11. — Des oscillations d'un système linéaire de corps 33*» 

§ 111. — Où Ion applique les formules precedentes aux vibrations d’une corde tendue 
cl charger de plusieurs corps, et aux oscillations d’un fil inextensible, 
charge d'un nombre quelconque de poids, et suspendu par ses deux bouts 

ou par un seulement 353 

$ IV. — Sur le» vibrations de» cordes sonores, regardées comme des cordet tendues, 
chargées d'une infinité de petits poids infiniment proches Ton Je l'autre; 
et sur la discontinuité des fonctions arbitraires ‘*<>7 


TABLE DF.S MATIÈRES. 


Xl\ 


MITES. 

Note 1. — .Sur un point fonda mcnlal de la Mécanique analytique de Lagrange: 


par M. Poifuol 38q 

Note. 11. — Sur la stabilité de IVquilihre ; par M. Ltjeune-IHrirhlrt 3qq 

Note III. — Sur lVqtiilihre d'une ligne élastique; par M. J. Jtertrnnd 4°» 

■Nniv. I\ Sur la ligure dune masse fluide animée d un mouvement de rotation; 

par y, J . llrrtrand 4o5 

Note V. — ~ Snr une équation signalée par Lagrange comme impossible; par 

M. J. Bertrand 4°7 

Note M. — Sur les équations dill'érenticllcs des problèmes de Mécanique, cl la 

forme que l’on peut donner à leurs intégrales; par M. J. Rrrtrand. 4<>9 
Note Ml. — Sur un théorème de Poisson ■ par M. J. Hcrtrand 4aa 


FIN DE LA TABLE DU PREMIER VOLUME. 


I 


Digitized by Google 


MÉCANIQUE 

ANALYTIQUE. 


PREMIÈRE PARTIE. 

LA STATIQUE. 

SECTION PREMIÈRE. 

SUR LES DIFFÉRENTS PRINCIPES DE LA STATIQUE. 

La Statique est la science de l’équilibre des forces. On entend, en général, 
\m- force ou puissance la cause, quelle qu’elle soit, qui imprime ou tend à 
imprimer du mouvement au corps auquel on la suppose appliquée; et c’est 
aussi par la quantité du mouvement imprimé, ou prêt à imprimer, que la 
force ou puissance doit s’estimer. Dans l’état d’équilibre, la force n’a pas 
d’exercice actuel; elle ne produit qu’une simple tendance au mouvement; 
mais on doit toujours la mesurer par l'effet qti’elle produirait si elle n'était 
pas arrêtée. En prenant une force quelconque, ou son effet pour l'unité, 
l'expression de toute autre force n’est plus qu’un rapport, une quantité 
mathématique qui peut être représentée par des nombres ou des lignes; c’est 
sous ce point de vue que l’on doit considérer les forces dans la Mécanique. 

L'équilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se combattent 
et qui anéantissent réciproquement l'action qu’elles exercent les unes sur 
les autres; et le but de la Statique est de donner les lois suivant lesquelles 
cette destruction s’opère. Ces lois sont fondées sur des principes généraux 
qu'on peut réduire à trois : celui du levier, celui de la composition des forces, 
et celui des vitesses virtuelles. 

Méc. anal. I, 
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1.' Archimède, le seul parmi les anciens qui nous ait laissé une théorie 
(le l'équilibre, dans ses deux Livres de Æquiponderantibus , ou de /‘la- 
noruiH cet/uifibriis, est l’auteur du principe du levier, lequel consiste, comme 
le savent tous les mécaniciens, en ce que si un levier droit est chargé de 
deux poids quelconques placés, de part et d’autre du point d’appui, à des 
distances de ce point réciproquement proportionnelles aux mêmes poids, 
ce levier sera en équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux 
poids. Archimède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés à 
des distances égales du point d’appui, pour un axiome de Mécanique évi- 
dent de soi-même, ou du moins |K>ur lin principe d'expérience; et il ramène 
à ce cas simple et primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids, 
lorsqu’ils sont commensurables, divisés en plusieurs parties toutes égales 
entre elles, et en supposant que les parties de chaque poids soient séparées 
et transportées, de part et d’autre, sur le même levier, à des distances égales, 
en sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids égaux et 
placés à distances égales autour du point d’appui. Knsuite il démontre la 
vérité du même théorème pour les poids incommensurables, à l’aide de la 
méthode d’exhaustion, en faisant voir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre 
ces poids, à moins qu’ils ne soient en raison inverse de leurs distances au 
point d’appui. 

Quelques auteurs modernes, comme Stevin dans sa Statique, et Galilée 
dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démonstration d’Archi- 
mède plus simple, en supposant que les poids attachés au levier soient deux 
parallélipipèdes horizontaux pendus par leur milieu, et dont les largeurs 
et les hauteurs soient égales, mais dont les longueurs soient doubles des bras 
de levier qui leur répondent inversement. Car, de cette manière, les deux 
parallélipipèdes sont en raison inverse de leurs bras de levier, et en même 
temps ils se trouvent placés bout à bout, en sorte qu’ils n'en forment plus 
qu’un seul dont le point du milieu répond précisément au point d'appui du 
levier. Archimède avait déjà employé une considération semblable pour 
déterminer le centre de gravité d’une grandeur composée de deux surfaces 
paraboliques, dans la première proposition du second Livre de l’Équilibre 
des plans. 

D’antres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans la démons* 
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(ration d'Archimède, et ils l’ont tournée de différentes façons pour la rendre 
plus rigoureuse ; mais il faut convenir qu'en altérant la simplicité de cette 
démonstration, ils n’y ont presque rien ajouté du côté de l’exactitude. 

Cependant, parmi ceux qui ont cherché à suppléer à la démonstration 
d’Archimède, sur l’équilibre du levier, on doit distinguer Huyghens, dont 
on a un petit écrit intitulé : Dernonstratio œquilibrU bilancis (*), et imprime 
en 1693, dans le Recueil des anciens Mémoires de V Académie des Sciences. 

Huyghens observe qu’ Archimède suppose tacitement que si plusieurs poids 
égaux sont appliqués à un levier horizontal, à distances égales les unes des 
autres, ils exercent la même force pour incliner le levier, soit qu’ils se trou- 
vent tous du même côté du point d’appui, soit qu’ils soient les uns d’un côté 
et les autres de l'autre côté du point d'appui ; et pour éviter cette supposition 
précaire, au lieu de distribuer, comme Archimède, les parties aliquotes des 
deux poids commensurables sur le même levier, de part et d’autre des 
points où les poids entiers sont censés appliqués, il les distribue de la même 
manière, mais sur deux autres leviers horizontaux, et placés perpendiculai- 
rement aux extrémités du levier principal, en forme de T : de cette manière, 
on a un plan horizontal chargé de plusieurs poids égaux, et qui est évidem- 
ment en équilibre sur la ligne du premier levier, parce que les poids se 
trouvent distribués également et symétriquement des deux côtés de cette 
ligne. Mais Huyghens démontre que ce plan est aussi en équilibre sur une 
droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier primitif 
en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont ü est supposé 
chargé, parce qu’il fait voir que les petits poids se trouvent aussi placés à 
distances égales de part et d’autre de la même droite : d’où il conclut que le 
plan, et par conséquent le levier proposé, doit être en équilibre sur le même 
point. 

Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas entièrement 
à ce qu’on peut, en effet, désirer dans celle d’Archimède. 

2 . L’équilibre d’un levier droit et horizontal, dont les extrémités sont 
chargées de poids égaux, et dont le point d’appui est au milieu du levier, 
est une vérité évidente par elle-même, parce qu’il n’y a pas de raison pour 

. (‘) Cet écrit d'Huyghens fait partir de «es Œuvres publiées par »'Gray<s»u<i* eo 17^4 (Lyon), t. I ,r , 
page 18a. (/. Reruamt.) 
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que l’un des poids l’emporte sur l'autre, tout étant égal de part et d’autre 
du point d’appui. II n’en est pas de même de la supposition que la charge de 
l’appui soit égale à la somme des deux poids. Il parait que tous les mécani- 
ciens l’ont prise comme un résultat de l’expérience journalière, qui apprend 
que le poids d’un corps ne dépend que de sa masse totale, et nullement de 
sa figure (*). On peut néanmoins déduire cette vérité de la première, en consi- 
dérant, comme Huyghens, l’équilibre d’un plan sur une ligne. 

Pour cela, il n’y a qu’à imaginer un plan triangulaire chargé de deux poids 
égaux aux deux extrémités de sa base, et d’un poids double à son sommet. 
Ce plan sera évidemment en équilibre, étant appuyé sur une ligne droite ou 
axe fixe, qui passe par le milieu des deux côtés «lu triangle; car on peut 
regarder chacun de ces côtés connue un levier chargé dans ses deux extré- 
mités de deux poids égaux, et «jui a son point d’appui sur l’axe «pii passe par 
son milieu. Maintenant on peut envisager cet équilibre d’une autre manière, 
eu regardant la base même du triangle comme un levii'r dont les extrémités 
sont chargées de deux poids égaux, et en imaginant un levier transversal 
qui joigne le sommet du triangle et le milieu île sa base en forme de T, et dont 
une des extrémités soit chargée «lu poids double placé au sommet, et l’autre 
serve de point d’appui au levier qui forme la base. Il «»t évulent que ce der- 
nier levier sera en équilibre sur le levier transversal «jui le soutient «lans son 
milieu, et que celui-ci sera, par consé«pient, en équilibre sur l’axe sur lequel 
le plan est déjà en équilibre. Or, comme l’axe passe par le milieu des deux 
côtés du triangle, il passera aussi nécessairement par le milieu île la droite 
menée du sommet du triangle au milieu de sa base; donc le levier transversal 
aura sou point d’appui dans le point de milieu, et devra, par conséquent, être 
chargé également aux deux bouts : donc la charge que supporte le point 
d'appui du levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé à ses deux 
extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du sommet, et, par 
conséquent, égale à la somme des «leux- poi«ls. 

Si, au lieu d’un triangle, on considérait un trapèze chargé à ses quatre 

(*} D'Alcmbert est, je crois, te premier qui ait cherché à démontrer cette proposition; mais la 
démonstration qu'il en a donnée dan, les Mémoires de t' Académie des Sciences de 1769, n'est pas 
entièrement satisfaisante. Celle que M. Fourier a donnée depuis dans le cinquième cahier du Journal 
de fiscale Polytechnique est rigoureuse et trés-ingénieuse ; mais elle n’est pas tirée de la nature du 
levier. ( Note de La grangt*. ) 
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angles de quatre poids égaux, on trouverait de la même manière que les deux 
leviers de longueurs inégales, formant les côtés parallèles du trapèze, exercent 
sur leurs points d'appui des forces égales. 


5. Cette proposition une fois établie, il est clair qu’on peut, ainsi qu' Ar- 
chimède le fait, substituer à un poids en équilibre sur un levier, deux poids 
égaux chacun à la moitié de ce poids, et placés sur le même levier, à distances 
égales de part et d'autre du point où le poids est attaché; car l’action de ce 
poids est la même que celle d’un levier suspendu par son milieu au même 
point, et chargé, à ses deux bouts, de deux poids égaux chacun à la moitié du 
même poids, et il est évident que rien n'empèched'approcher ce dernier levier 
du premier, de manière qu’il en fasse partie. Ou bien, ce qui est peut-être plus 
rigoureux, il n'y a qu’à regarder ce dernier levier comme étant tenu en équi- 
libre par une force appliquée à soa point de milieu, dirigée de bas en haut, 
et égale au poids dont les deux moitiés sont censées appliquées à ses extré- 
mités; alors, en appliquant ce levier en équilibre sur le premier levier qui est 
supposé en équilibre sur son point d’appui, l’équilibre total subsistera tou- 
jours, et si l’application se fait de manière que le milieu du second levier 
coïncide avec l’extrémité d'un des bras du premier levier, la force qui sou- 
tient le second levier pourra être censée appliquée au poids même dont ce 
liras est chargé, et qui, étant soutenu, n’aura plus d’action sur le levier, mais 
se trouvera ainsi remplacé par deux poids égaux chacun à sa moitié, et placé 
de part et d’autre de ce poids sur le premier levier prolongé. Cette superpo- 
sition d'équilibres est, en Mécanique, un principe aussi fécond que l’est, en 
Géométrie, la superposition des figures. 

■4. On peut donc regarder l’équilibre d’un levier droit et horizontal chargé 
de deux poids en raison inverse de leurs distances au point d’appui du levier, 
comme une vérité rigoureusement démontrée; et, par le principe de la super- 
position, il est facile de l’étendre à un levier angulaire quelconque, dont le 
point d’appui serait dans l'angle, et dont les bras seraient tirés en sens con- 
traire par des forces perpendiculaires à leurs directions. En effet, il est évi- 
dent qu'un levier angulaire à bras égaux, et mobile autour du sommet de 
l’angle, sera tenu en équilibre pardeux forces égales appliquées perpendiculai- 
rement aux extrémités des deux bras, et tendantes à les faire tourner en sens 
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contraire. Si donc on a un levier droit en équilibre, dont l'un des bras soit égal 
à ceux du levier angulaire, et soit chargé à son extrémité d'un poids équi- 
valent à chacune des puissances appliquées au levier angulaire, l’autre Viras 
étant chargé du poids nécessaire pour l’équilibre, et qu'on superpose ces 
leviers de manière que le sommet de l'angle de l’un tombe sur le point d’appui 
de l’autre, et cjue les bras égaux de l'un et de l’autre coincident et n’en for- 
ment plus qu’un : la puissance appliquée au bras du levier angulaire sou- 
tiendra le poids suspendu au bras égal du levier droit, de manière qu’on 
pourra faire abstraction de l’un et de l'autre, et supposer le bras formé de la 
réunion de ces deux-ci anéanti. L’cquilibre subsistera donc encore entre les 
deux autres bras formant un levier angulaire tiré à ses extrémités par des 
forces perpendiculaires, et en raison inverse de la longueur des bras, comme 
dans le levier droit. 

Or une force peut être censée appliquée à tel point que l'on veut de sa 
direction. Donc deux forces, appliquées à des points quelconques d’un plan 
retenu par un point fixe, et dirigées comme on voudra dans ce plan, sont 
en équilibre lorsqu'elles sont entre elles en raison inverse des perpendicu- 
laires abaissées de ce point sur leurs directions ; car on peut regarder ces 
perpendiculaires connue formant un levier angulaire dont le point d’appui 
est le point fixe du plan : c’est ce qu’on appelle maintenant le principe des 
moments, en entendant par moment le produit d’une force par le bras du 
levier par lequel elle agit. 

Ce principe général suffit pour résoudre tous les problèmes de la Sta- 
tique. 1 ,a considération du treuil l'avait fait apercevoir dès les premiers pas 
que l'on a faits après Archimède, dans la théorie des machines simples, 
comme on le voit par l'ouvrage du (iuide Ubaldi, intitulé: Mecanicorum 
liber, qui a paru à Pesaro, en 1677; mais cet auteur n’a pas su l’appliquer 
au plan incliné, ni aux autres machines qui en dépendent, comme le coin et 
la vis dont il n’a donné qu'une théorie peu exacte. 

». Le rapport de la puissance au poids sur un plan incliné a été long- 
temps un problème parmi les mécaniciens modernes. Stevin l’a résolu le 
premier; mais sa solution est fondée sur une considération indirecte et indé- 
pendante de la théorie du levier. 
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Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale, en sorte 
que ses deux côtés forment deux plans inclinés; et il imagine qu’un chapelet 
formé de plusieurs poids égaux, enfilés à des distances égales, ou plutôt une 
chaîne d’égale grosseur soit placée sur les deux côtés «le ce triangle, de 
manière que toute la partie supérieure se trouve appliquée aux deux côtés 
du triangle, et que la partie inférieure pende librement au-dessous de la 
base, comme si elle était attachée aux deux extrémités de cette base. 

Or Stevin remarque qu’en supposant «jue la chaîne puisse glisser libre- 
ment sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos; car, si elle 
commençait à glisser d'elle-métne dans un sens, elle devrait continuer à 
glisser toujours, puisque la même cause de mouvement subsisterait, la chaîne 
se trouvant, à cause «le l’uniformité de ses parties, placée toujours «le la 
même manière sur le triangle, d’où résulterait un mouvement perpétuel, ce 
«pii est absurde. 

Il y a donc nécessairement équilibre «*ntre toutes les parties de la chaîne; 
or on peut regarder la portion qui pend au-dessous «le la base, comme étant 
déjà en équilibre d’elle-mème. Donc il faut que l'effort de tous les poids 
appuyés sur l’un des côtés contre-balance l’effort des poids appuyés sur 
l’autre côté; mais la somme des uns est à la somme «les autres dans le même 
rapport que les longueurs des côtés sur lesquels ils sont appuyés. Donc il 
faudra toujours la même puissance pour soutenir tin ou plusieurs poids 
placés sur un plan incliné, lorsque le poids total sera proportionnel à la 
longueur du plan, en supposant la hauteur la meme: mais quand le plan est 
vertical, la puissance est égale au poids ; donc, dans tout plan incliné, la puis- 
sance est au poids comme la hauteur du plan à sa longueur. 

J'ai rapporté cette démonstration «le Stevin, parce qu’elle est très-ingé- 
nieuse, et qu'elle est d'ailleurs peu connue. Au reste, Stevin déduit de cetfo 
théorie «•elle de l’équilibre entre trois puissances qui agissent sur un même 
point, et il trouve que cet équilibre a lieu lorsque l«*s puissances sont paral- 
lèles et proportionnelles aux trois «fotés d’un triangle rectiligne «juelconque. 
l 'oyez les Éléments de Statique et les Additions à la Statique de cet auteur, 
dans les Hypomnemata niathematica, imprimés à Fjeyde, en 1600, et dans 
les OEuvres de Stevin, traduites en français, et imprimées en ifi‘ 14 , par les 
Elzevirs. Mais on doit observer que ce théorème fondamental «le la Statùpie, 
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quoiqu'il soit communément attribué à Stevin, n’a cependant cté démontré 
par cet auteur (*) que dans 1» cas où les directions de deux des puissances 
font entre elles un angle droit. 

Stevin remarque avec raison qu’un poids appuyé sur un plan incliné, et 
retenu par une puissance parallèle au plan, est dans le même cas que s’il 
était soutenu par deux fils, l’un perpendiculaire, et l’autre parallèle au plan ; 
et, par sa théorie du plan incliné, il trouve que le rapport du poids à la 
puissance parallèle au plan est comme l’hypoténuse à la base d’un triangle 
rectangle formé sur le plan par deux droites, l’une verticale, et l’autre per- 
pendiculaire au plan. Stevin se contente ensuite d’étendre cette proportion 
au (as où le fil qui retient le poids sur le plan incliné serait aussi incliné à ce 
plan, en construisant un triangle analogue avec les mêmes lignes, l’une ver- 
ticale, l’autre perpendiculaire au plan, et en prenant la base dans la direction 
du fil ; mais il faudrait pour cela qu’il eût démontré que la même proportion 
a lieu dans l’équilibre d’un poids soutenu sur un plan incliné par une puis- 
sance oblique au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la considération de 
la chaîne imaginée par Stevin. 

t>. Dans les Mécaniques de Galilée, publiées d’abord en français par le 
père Mersenne, en t634> l’équilibre sur un plan incliné est réduit à celui 
d’un levier angulaire à deux bras égaux, dont l’un est supposé perpendi- 
culaire au plan et chargé du poids appuyé sur le pian, et dont l’autre est 
horizontal et chargé d’un poids équivalent à la puissance nécessaire pour 
retenir le poids sur le plan; cet équilibre est ensuite réduit à celui d’un levier 
droit et horizontal , en regardant le poids attaché au bras incliné comme 
suspendu à un bras horizontal formant un levier droit avec le bras hori- 
zontal du levier angulaire. Ainsi le poids est à la puissance qui le soutient 
sur le plan incliné, en raison inverse de ces deux bras du levier droit, et 
il est facile de prouver que ces bras sont entre eux comme la hauteur du 
plan à sa longueur. 


(* ) Le théorème en question n’est pas énoncé , en effet , dans l'ouvrage de Stevin , mais on y trouve 
tous les éléments nécessaires pour sa démonstration ; on lit même, page 456 (Leydo , i G34 ) * U appert 
que si une colonne (un corps quelconque) est attachée par deux lignes non parallèles, on pourra 
connaître combien chaque ligne soutiendra. Et ce qui précède donne effectivement le moyen de le 
connaître j seulement, la conclusion n’est pas formulée. (/. Bertrand . ) 
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On peut dire que c'est là la première démonstration directe qu on ait eue 
de l’équilibre sur un plan incliné. Galilée s’en est servi depuis pour démou- 
trer rigoureusement l'égalité des vitesses acquises par les corps pesants, en 
descendant d’une même hauteur sur des plans diversement inclinés, égalité 
qu’il s’était contenté de supposer dans la première édition de ses Dialogues. 

Il eût été facile à Galilée de résoudre aussi le cas où la puissance qui retient 
le poids a une direction oblique au plan ; mais ce nouveau pas n'a été fait 
que quelque temps après, par Robcrval, dans un Traité de Mécanique 
imprimé, en 16I6, dans V Harmonie universelle de .Mersenne. 

7 . Rolierval regarde aussi le poids appuyé sur le [dan incliné comme 
attaché au bras d’un levier perpendiculaire au plan, et il considère la puis- 
sance comme une force appliquée au même bras, suivant une direction 
donnée ; il a ainsi un levier à un seul bras, dont une extrémité est fixe, et 
dont l'autre extrémité est tirée par deux forces, celle du poids et celle de 
la puissance qui le retient. Il substitue ensuite à ce levier un levier angulaire 
à deux bras perpendiculaires aux directions des deux forces et ayant le même 
point fixe pour point d’appui, et il suppose les deux forces appliquées aux 
bras de ce levier suivant leurs propres directions, ce qui lui donne pour 
l’équilibre le rapport du poids à la puissance, en raison inverse des deux 
bras du levier angulaire, c’est-à-dire des perpendiculaires menées du point 
lixe sur les directions du poids et de la puissance. 

De là, Robcrval déduit l’équilibre d’un poids soutenu par deux cordes 
qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au levier perpendi- 
culaire au plan une corde attachée au point d’appui du levier, et à la puis- 
sance une autre corde tirée par une force dans la direction de cette puissance ; 
et, par différentes constructions et analogies un peu compliquées, il parvient 
a cette conclusion : que, si de quelque point pris dans la verticale du poids, 
on mène une parallèle à l'une des cordes, jusqu'à la rencontre de l’autre 
corde, le triangle formé ainsi aura ses côtés proportionnels au poids et aux 
puissances qui agissent dans la direction des mêmes côtés, ce qui est, comme 
on voit, le théorème donné par Stevin. 

.1 ai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval, non- 
seulement parce que c’est la première démonstration rigoureuse qu'on ait 

Met, final. I. 2 
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eue du tliëorême de Stevin, mais ejicore ])arce qu'elle est restée dans l'oubli 
dans un Traité d’Harmonie, assez rare aujourd'hui, oîi personne ne s’avise 
de la chercher. Au reste, je ne suis entré dans ce détail sur ce qui regarde 
la théorie du levier, que pour faire plaisir à ceux qui aiment à suivre la marche 
de l'esprit dans les sciences, et à connaître les routes que les inventeurs ont 
tenues, et les routes plus directes qu’ils auraient pu tenir. 

8. Les Traités «le Statique qui ont paru après celui «le Roberval, jusqu’à 
l'époque de la découverte de la composition des forces, n’ont rien ajouté à 
cette partie de la Mécanique; on n’y trouve que les propriétés déjà connues 
du levier et du plan incliné, et leur application aux autres machines simples: 
encore y en a-t-il quelques-uns qui renferment des théories peu exactes, 
comme celui de Lami sur l’équilibre des solides, où il donne une proportion 
fausse du poids à la puissance «jui le retient sur un plan incliné. Je ne parle 
pas ici «le Descartes, de Torricelli et de Wallis, parce qu’ils ont adopté pour 
l’équilibre un principe qui se rapporte à celui «les vitesses virtuelles, et dont 
ils n’avaient pas la démonstration. 

9. Le second principe fondamental de la Statitpie est celui de la compo- 
sition des forces. Il est fondé sur <‘ette supposition : <|ue si deux forces agis- 
sent à la fois sur un corps (*) suivant différentes directions, ces forces éqni- 
valent alors à une force unique, capable d’imprimer au corps le même 
mouvement que lui donneraient les deux forces agissant séparément. Or un 
corps qu’on fait mouvoir uniformément suivant deux directions différentes 
à la fois, parcourt nécessairement la diagonale «lu parallélogramme dont il eût 
parcouru séparément les cotés en vertu de chacun des deux mouvements. 
D'où l’on conclut «pie deux puissances quelconques qui agissent ensemble 
sur un même corps, sont équivalentes à une seule représentée, dans sa quan- 
tité et sa direction, par la diagonale du parallélogramme dont les côtés repré- 
sentent en particulier les quantités et les directions des deux puissances don- 
nées. L’est en quoi consiste le principe qu’on nomme la composition des 

forces. 


(*) le mot rorps désigne ici tin point materiel. (/. Bertrand.) 
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Ce principe (*) suffit seul pour déterminer les lois de 1 équilibre dans tous 
les cas ; car, en composant ainsi successivement toutes les forces deux à deux, 
on doit parvenir à une force unique qui sera équivalente à toutes ces forces, et 
qui, par conséquent, devra être nulle dans le cas d’équilibre, s’il n’y a dans 
le système aucun point fixe; niais s’il y en a un, il faudra que la direction de 
cette force unique passe par le point fixe. C’est ce qu'on peut voir dans tous 
les livres de Statique, et particulièrement dans la Nouvelle Mécanique de 
Varignon, où la théorie des machines est déduite uniquement du principe 
dont nous venons de parler. 

Il est évident que le théorème de Stevin sur l’équilibre de trois forces 
parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un triangle quelconque, est 
une conséquence immédiate et nécessaire du principe de la composition des 
forces, ou plutôt qu’il n’est que ce même principe présenté sous une autre 
forme. Mais celui-ci a l’avantage d’être fondé sur des notions simples et 
naturelles, au lieu que le théorème de Stevin ne l’est que sur des considé- 
rations indirectes. 

10 . Les anciens ont connu la composition des mouvements, comme on 
le voit par quelques passages d’Aristote, dans ses Questions mécaniques. Les 
géomètres surtout l’ont employée pour la description des courbes, comme 
Archimède pour le spirale, Nicomède pour la conchoïde, etc. ; et, parmi les 
modernes, Roberval en a déduit une méthode ingénieuse «de tirer les tan- 
gentes aux courbes qui peuvent être censées décrites par deux mouvements 
dont la loi est donnée; mais Galilée est le premier qui ait employé la considé- 
ration du mouvement composé dans la Mécanique, pour déterminer la courbe 
décrite par un corps pesant, en vertu de l’action de la gravité et de la force 
de projection. 

Dans la seconde proposition de la quatrième Journée de ses Dialogues, 
Galilée démontre qu’un corps mû avec deux vitesses uniformes, l’une hori- 
zontale, l’autre verticale, doit prendre une vitesse représentée par l'hypo- 
ténuse du triangle dont les côtés représentent ces deux vitesses : mais il parait 

•(*) Ce paragraphe manque d'exactitude : deux forces qui ne sont pas dans le même plan n’ayant 
pas de résultante, la remarque de Lagrange ne peut meme pas être appliquée, d’uuc manière géné- 
rale, au tas d’un système solide. (/. Bertrand. ) 
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eu même temps que Galilée n’a pas connu toute l'importance de ce théo- 
rème dans la théorie de l’équilibre; car, dans le Dialogue troisième, où il 
traite du mouvement des corps pesants sur des plans inclinés, au lieu d'em- 
ployer le principe de la composition du mouvement pour déterminer direc- 
tement la gravité relative d’un corps sur un plan incliné, ii déduit plutôt 
cette détermination de la théorie de l’équilibre sur les plans inclinés, d’après 
ec qu’il avait établi auparavant dans son Traité delta Scie nia mecanica, dans 
lequel il ramène le plan incliné au levier. 

On trouve ensuite la théorie des mouvements composés dans les écrits 
de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc. : mais, jusqu’à 
l’année i (>87 , dans laquelle ont paru les Principes mathématiques de Newton , 
et le Projet de ta Nouvelle Mécanique de Varignon, on n'avait point pensé à 
substituer, dans la composition des mouvements, les forces aux mouvements 
qu’elles peuvent produire, et à déterminer la force composée résultante de 
«IcitV forces données, comme on détermine le mouvement composé de deux 
mouvements rectilignes et uniformes donnés. 

Dans le second corollaire de la troisième loi du mouvement, Newton 
montre en peu de mots comment les lois de l’équilibre se déduisent facile- 
ment de la composition et décomposition des forces, en prenant la diagonale 
d’un parallélogramme pour la force composée de deux forces représentées 
par ses côtés ; mais cet objet est traité plus en détail dans l’ouvrage de Vari- 
gnon, et la Nouvelle Mécanique qui a paru après sa mort, en 1 725, ren- 
ferme une théorie complète sur l’équilibre des forces dans les différentes 
machines, déduite de la seule considération de la composition ou décompo- 
sition des forces. 

1 1 . Le principe de la composition des forces donne tout de suite les 
conditions de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un point, 
qu’on n'avait pu déduire de l’équilibre du levier que par une suite de raison- 
nements. Mais, d’un autre côté, lorsqu’on veut, par ce principe, trouver les 
conditions de l’équilibre entre deux puissances parallèles appliquées aux 
extrémités d'un levier droit, on est obligé d'employer des considérations 
indirectes, en substituant un levier angulaire au levier droit, comme Newton 
et d’Alembert l'ont fait, ou en ajoutant deux forces étrangères qui se détrui- 
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sent mutuellement, mais qui, étant composées avec les puissances données, 
rendent leurs directions concurrentes, ou enfin en imaginant que les direc- 
tions des puissances prolongées concourent à l’infini, et en prouvant que la 
puissance composée doit passer par le point d'appui : c'est la manière dont 
s'v est pris Varignon dans sa Mécanique. Ainsi, quoique à la rigueur les deux 
principes du levier et de la composition des forces conduisent toujours aux 
mêmes 1 résultats, il est remarquable que le cas le plus simple pour l'un île ces 
principes devient le plus compliqué pour l’autre. 


12 . Mais on peut établir une liaison immédiate entre ces deux principes, 
par le théorème que Varignon a donné dans sa Nouvelle Mécanique (sec- 
tion P, lenmie XVI), et qui consiste en ce que si, d’un point quelconque 
pris dans le plan d’un parallélogramme, on abaisse des perpendiculaires sur 
la diagonale et sur les deux côtés qui comprennent cette diagonale, le produit 
de la diagonale par sa perpendiculaire est égal à la somme des produits des 
deux côtés par leurs perpendiculaires respectives si le point tombe hors du 
parallélogramme, ou à leur différence s'il tombe dans le parallélogramme. 
Varignon fait voir, par une construction très-simple, qu’en formant des 
triangles qui aient la diagonale et les deux côtés pour bases, et le point 
donné pour sommet commun, le triangle formé sur la diagonale est, dans le 
premier cas, égal à la somme, et, dans le second cas, à la différence des fieux 
triangles formés sur les côtés; ce qui est en soi-même un beau théorème de 
Géométrie, indépendamment de son application à la Mécanique. 

Ge théorème aurait lieu également et la démonstration serait la même si, 
sur le prolongement de la diagonale et des côtés, on prenait partout oii l'on 
voudrait des parties égales à ces lignes; de sorte que, comme toute puissance 
peut être supposée appliquée à un point quelconque de sa direction, on 
peut conclure, en général, que deux puissances représentées en quantité et 
en direction par deux droites placées dans un plan, ont une composée ou 
résultante représentée en quantité et en direction par une droite placée dans 
le même plan, qui étant prolongée passe par le point de concours des deux 
droites, et qui soit telle, qu'ayant pris dans ce plan un point quelconque, et 
abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces trois droites prolongées, s'il 
est nécessaire, le produit de la résultante par sa perpendiculaire soit égal à 
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la somme ou à la différence des produits respectifs des deux puissances com- 
posantes par leurs perpendiculaires, selon que le point d'où partent les trois 
perpendiculaires sera pris au dehors ou au dedans des droites qui repré- 
sentent les puissances composantes. 

Lorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la résultante, 
cette puissance n’entre plus dans l'équation, et l'on a l’égalité entre les deux 
produits des composantes par leurs perpendiculaires; c'est le cas de tout 
levier droit et angulaire, dont le point d’appui est le même que le point dont 
il s’agit, parce qu’alors l’action de la résultante est détruite jwir la résistance 
de l'appui. 

Ce théorème, dû à Varignon, est le fondement de presque toutes les Sta- 
tiques modernes, oit il constitue le principe général appelé des moments. 
Son grand avantage consiste en ce que la composition et la résolution des 
forces y sont réduites à des additions et des soustractions; de sorte que, quel 
que soit le nombre des puissances à composer, on trouve facilement la puis- 
sance résultante, laquelle doit être nulle dans le cas d'équilibre. 

13 . J’ai rapporté l'époque de la découverte de Varignon à celle de la 
publication de son Projet, quoique dans l’ Avertissement, qui est à la tête de 
la Nouvelle Mécanique, on ait avancé qu’il avait donné deux ans auparavant, 
dans l’ Histoire de la République des Lettres, un Mémoire sur les poulies à 
moufle, dans lequel il se servait des mouvements composés pour déterminer 
tout ce qui regarde cette machine; mais je dois observer que cet article 
manque d’exactitude. Le Mémoire dont il s’agit, sur les poulies, ne sc trouve 
que dans les Nouvelles de la République des Lettres du mois de mai i fiH", 
sous le litre de Nouvelle Démonstration générale de l'usage des poulies à 
moufle. L'auteur y considère l’équilibre d’un poids soutenu par une corde 
qui passe sur une poulie, et dont les deux parties ne sont pas parallèles. Il 
n'y fait point usage ni même mention du principe de la composition des 
forces, mais il emploie les théorèmes déjà connus sur les poids soutenus par 
des cordes, et il cite les Statiques de Pardis et de Deehales. Dans une seconde 
démonstration, il réduit la question au levier, en regardant la droite qui 
joint les deux points où la corde abandonne la poulie, comme un levier 
chargé du poids appliqué à la poulie, et dont les extrémités sont tirées par 
les deux portions de la corde qui soutient la poulie. 
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Pour ne rien omettre de ce qui regarde l’histoire de la découverte de la 
composition des forces, je dois dire up mot d’un petit écrit publié par T .ami 
en 1G87, sous le titre de Nouvelle manière de démontrer les principaux 
théorèmes des éléments des mécaniques. L’auteur observe que si un .corps 
est poussé par deux forces suivant deux directions* différentes, il suivra 
nécessairement une direction moyenne; de sorte que, si le chemin suivant 
cette direction lui était fermé, il demeurerait en repos, et les deux forces se 
feraient équilibre. Or il détermine la direction moyenne par la composition 
des deux mouvements que le corps prendrait dans le premier instant en vertu 
de chacune des deux forces, si elles agissaient séparément, ce qui lui donne 
la diagonale du parallélogramme .dont les deux côtés seraient les espaces 
parcourus en même temps par l’action des deux forces, et, par conséquent, 
proportionnels aux forces. De là il tire tout de suite le théorème que les 
deux forces sont entre elles en raison réciproque des sinus des angles que 
leurs directions font avec la direction moyenne que le corps prendrait s’il 
n'était pas arrêté, et il en fait l’application au plan incliné et au levier 
lorsque ses extrémités sont tirées par des puissances dont les directions font 
un angle; mais, pour le cas où ces directions sont parallèles, il emploie un 
raisonnement vague et peu concluant. 

La conformité du principe employé par Lami avec celui de Varignon, 
avait fait dire à l'auteur de Y Histoire des Ouvrages des Savants (avril i ( 188 ) 
qu’il y avait apparence que le premier devait au dernier la découverte de 
son principe. Lami s'est justifié de cette imputation, dans une Lettre publiée 
dans le Journal des Savants, du i 3 septembre 1688, à laquelle le journa- 
liste a répondu au mois de décembre de la même année; mais celte contes- 
tation, à laquelle Varignon n’a point pris part, n'a pas été plus loin, et l’écrit 
de Lami parait être tombé dans l'oubli. 

Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces, et la faci- 
lité de l’appliquer à tous les problèmes sur l'équilibre, l’ont fait adopter des 
mécaniciens aussitôt après sa découverte, et l’on peut dire qu'il sert «le 
base à presque tous les Traités de Statique qui ont paru depuis. 

i t (*). On ne peut cependant s’empêcher de reconnaître que le principe 

(*) Eli comparant ce paragraphe H avec la fin du paragraphe 18, on a peine à comprendre rnm- 
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«lu levier a seul l'avantage d’ètre fondé sur la nature de f équilibré considéré 
«*n lui-même, et comme un état indépendant du mouvement; d'ailleurs il y a 
une différence essentielle dans la manière d'estimer les puissances qui se font 
équilibre dans ces deux principes. De sorte que, si l’on n’était pas parvenu 
à les lier par les résultats, on aurait pu douter avec raison s’il était permis 
de substituer au principe fondamental du levier celui qui résulte de la consi- 
dération étrangère des mouvements composés. 

En effet, dans l’équilibre du levier, les puissances sont des poids ou 
peuvent être regaVdées comme tels, et une puissance n’est censée double ou 
triple «l’une autre qu’autant qu’elle est formée par la réunion de deux ou 
trois puissances égales chacune à l’autre puissance. Mais lu tendance à se 
mouvoir est supposée la même dans chaque puissance, quelle que soit son 
intensité; au lieu que, dans le principe de la composition des forces, on 
estime la valeur des forces par le degré de vitesse qu’elles communi«|ueraient 
au corps auquel elles sont appliquées, si chacune était libre d’agir séparé- 
ment, et c’est peut-être cette différence dans la manière de concevoir les 
forces qui a empêché longtemps les mécaniciens d'employer les lois connues 
de la composition des mouvements dans la théorie de l’équilibre, dont le 
«•as le plus simple est celui de l'équilibre des corps pesants. 

la. On a cherché depuis à rendre le principe de la composition des forces 
indépendant de la considération du mouvement, et à l'établir uniquement 
sur des vérités évidentes par elles-mêmes. Daniel Bernoulli (*) a donné le pre- 
mier, dans les Commentaires de l' Académie de Pétersbourg, tome P\ une 
démonstration très-ingénieuse du parallélogramme des forces, mais longue 
et compliquée, que d’Alembert a ensuite rendue un peu plus simple dans le 
premier volume de ses Opuscules. 


meut Lagrange peut regretter que l’on n’emploie pas une méthode dont il fait ici une critique si bien 
fondée. On peut roir, au relie , au sujet de la réduction de la composition des forces à la composition 
des mouvements, le Mémoire de Daniel Bernoulli ( Commentaires de Pétersbourg t tome I er ; 1726}; 
la question y est traitée à fond et de manière à ne bisser aucun doute sur l'insuffisance de ce genre 
de considérations. (/. Bertrand. ) 

La même démonstration a etc récemment reproduite et simplifiée par M. Aime, Journal de 
Mathématiques de M. Liou ville, tome I", page 335 - f /. Bertrand. ' 
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Cette démonstration est fondée sur ees deux principes : 
i" Que si deux forces agissent sur un même point dans des directions 
différentes, elles ont pour résultante une force nnicjiie qui divise en deux 
également l’angle compris entre leurs directions lorsque les deux forces sont 
égales, et qui est égale à leur somme lorsque cet angle est nul f ou à leur diffé- 
rence lorsque l’angle est de deux droits ; 2“ que des équi-multiples des mêmes 
forces ou des forces quelconques qui leur soient proportionnelles, ont une 
résultante équi-multiple de leur résultante ou proportionnelle à' cette résul- 
tante, les angles demeurant les mêmes. 

Ce second principe est évident en regardant les forces connue des quantités 
qui peuvent s’ajouter ou se soustraire. 

A l’égard du premier, on le démontre en considérant le mouvement 
qu’un corps, poussé par deux forces qui ne se font pas équilibre, doit 
prendre, et qui, étant nécessairement unique, peut être attribué à une 
force unique agissant sur lui dans la direction de son mouvement. Ainsi l’on 
peut dire que ce principe n’est pas tout a fait exempt de la considération du 
mouvement. 

Quant à la direction de la résultante dans le cas de l’égalité des deux forces, 
il est clair qu’il n’y a pas plus de raison pour qu’elle soit plus inclinée à l’une 
qu’à l’autre de ces deux forces, et que, par conséquent, elle doit couper 
l’angle de leurs directions en deux parties égales. 

On a ensuite traduit en analyse le fond «le cette démonstration, et on lui a 
donné différentes formes plus ou moins simples, en considérant la résultante 
comme fonction des forces composantes et de l’angle compris bntre leurs 
directions. Voyez le second tome des Mélanges île ta Société de Turin, les 
Mémoires de l’ Académie des Sciences, de 1769, le sixième volume des Opus- 
cules de d’Alembert, etc. .Mais il faut avouer qu’en séparant ainsi le prin- 
cipe de la composition des forces de celui de la composition des mouvements, 
on lui fait perdre ses principaux avantages, l’évidence et la simplicité, et on 
le réduit à n’être qu’un résultat de constructions géométriques ou d’analyse. 

lü. Je viens enfin au troisième principe, celui des vitesses virtuelles. On 
doit entendre par vitesse virtuelle, celle qu’un corps en équilibre est dispost: 
à recevoir, en cas que l’équilibre vienne à être rompu, c'est-à-dire la vitesse 
Mtfr, anal. 1 . 3 
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que ce corps prendrait réellement (Lius le premier instant de son mouvement ; 
et le principe dont il s’agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre 
quand elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées suivant 
les directions de ces puissances. . " 

Pour peu qu’on examine les conditions de l’équilibre dans le levier et dans 
les autres machines, il est faeile de reconnaître cette loi, que le poids et la 
puissance sont toujours en raison inverse des espaces que l'un et l’autre peu- 
vent parcourir en même temps : cependant il ne parait pas que les anciens 
en aient eu connaissance. Guido Lbaldi est peut-être le premier qui l’ait 
aperçue dans le levier et dans les poulies mobiles ou moufles. Galilée l’a 
reconnue ensuite dans les plans inclinés et dans les machines qui en dépen- 
dent, et il l’a regardé»* comme une propriété générale de l’équilibre des 
machines. / oyez son Traité île Mécanique et le scolie de la seconde pro- 
position du troisième Dialogue, dans l’édition de Pologne de iG 55 . 

Galilée entend par moment d'un poids ou d’une puissance appliquée à une 
machine, l’effort, l’action, l’énergie, Yimpctus de cette puissance pour mou- 
voir la machine, de manière qu’il y ait équilibre entre deux puissances, 
lorsque leurs moments pour mouvoir la machine en sens contraires sont 
égaux ; et il fait voir que le moment est toujours proportionnel à la puissance 
multipliée par la vitesse virtuelle, dépendante de la manière dont la puis- 
sance agit. 

dette notion des moments a aussi été adoptée par Wallis, dans sa Méca- 
nique publiée eu 1G69. L’auteur y pose le principe de l’égalité des moments 
pour fondement de la Statique, et il en déduit au long la théorie de l’équi- 
libre dans les principales machines. 

Aujourd’hui ou n’entend plus communément par moment, que le produit 
d une puissance par la distance de sa direction à un j>oint, ou à une ligne, 
ou à un plan, c'ost-à-dire par le bras de levier par lequel elle agit; mais il nie 
semble que la notion du moment donnée par Galilée et par Wallis est bien 
plus naturelle et plus générale, et je ne vois pas pourquoi on l’a abandonnée 
pour y en substituer une autre qui exprime seulement la valeur du moment 
dans certains cas, comme dans le levier, etc. 

Descaites a réduit pareillement toute la Statique à un principe unique 
qui revient, pour le fond, à celui de Galilée, mais qui est présenté d’une 
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manière moins générale. Cë principe est, qu’il ne faut ni plus ni moins <le 
force pour élever un poids à une certaine hauteur, qu’il en faudrait pour 
élever un poids plus pesant à une hauteur d’autant moindre, ou un poids 
moindre à une hauteur d'autant plus grande (voyez la Lettre 7'i du tome I*‘, 
publié en 1657, et le Traité de Mécanique imprimé dans les Ouvrages pos- 
thumes). D’où il résulte qu'il y aura équilibre entre deux poids, lorsqu'ils 
seront disposés de manière que les chemins perpendiculaires qu’ils peuvent 
parcourir ensemble soient en raison réciproque des poids. .Mais, dans l’ap- 
plication de ce principe aux différentes machines, il ne faut considérer cpie 
les espaces parcourus dans le premier instant du mouvement, et qui sont 
proportionnels aux vitesses virtuelles, autrement on n’aurait pas les véri- 
tables lois de l’équilibre. 

Au reste, soit qu’on regarde le principe des vitesses virtuelles comme une 
propriété générale de l’équilibre, ainsi que l’a fait Galilée, soit qu’on veuille 
le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie cause de l’équilibre, il faut 
avouer qu’il a toute la simplicité qu’on peut désirer dans un principe fonda- 
mental; et nous 1 verrons plus bas combien ce principe est encore recom- 
mandable par sa généralité. 

Torricelli, fameux disciple de Galilée, est l’auteur d’un autre principe, qui 
dépend aussi de celui des vitesses virtuelles; c’est que lorsque deux poids 
sont liés ensemble et placés de manière que leur centre de gravité ne puisse 
pas descendre, ils sont en équilibre dans cette situation. Torricelli ne l’ap- 
plique qu’au plan incliné, mais il est facile de se convaincre qu’il n’a pas 
moins lieu dans les autres machines. Voyez son Traité de Motu graviurn 
naturaliter descendentium, qui a paru en 16G4. 

Le principe de Torricelli en a fait naître un autre, dont quelques auteurs 
ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes questions de 
Statique; c’est celui-ci : que dans un système de corps pesants en équilibre, 
le centre de gravité est le plus bas qu’il est possible. F.n effet, 011 sait, par la 
théorie de maximis et minimis, que le centre de gravité est le plus bas lors- 
que la différentielle de sa descente est nulle, ou, ce qui revient au même, 
lorsque ce centre ne monte ni ne descend, tandis que le système change 
infiniment peu de place. 

3 . 
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17 . Le principe des vitesses virtuelles peut être rendu très-général de 
cette manière : 

Si un système quelconque fie tant de corps ou points que lion veut, tirés 
chacun par des puissances quelconques, est en équilibre, et tpi on donne à 
ce système un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point 
parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle, ta 
somme des puissances multipliées chacune par l ’espace que le point où elle 
est appliquée parcourt suivant ta direction de cette meme j fuissancc , sera 
toujours égale à zéro, en regardant comme positifs les petits espaces par- 
courus dans le sens des puissances, et comme négatifs les espaces parcourus 
dans un sens opposé. 

Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait aperçu cette grande 
généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité pour résoudre les 
problèmes de Statique, ('/est ce qu’on voit dans une de ses Lettres à \ ari- 
gnon, datée de 1717, que ce dernier a placée à la tète de la section neuvième 
de sa Nouvelle Mécanique, section employée tout entière à montrer jwr 
différentes applications la vérité et l’usage du principe dont il s’agit. 

O même principe a donné lieu ensuite à celui que Maupertuis a proposé 
dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour l’année 1 7-jo, 
sons le nom de Lot de repos, et qu’Euler a développé davantage et rendu 
plus général dans les Mémoires de l’Académie de Berlin [tour l’année 1 7 fi 1 . 
Enfin c’est encore le même principe qui sert de base à celui que Courlivron 
a ilonné dans les Mémoires de l’ Académie des Sciences tic Paris pour 1 7/1 H 
et 1 7/19. 

Et, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes généraux 
qu’on pourrait peut-être encore découvrir dans la science de l’équilibre, ne 
seront que le même principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, 
et dont ils ne différeront que dans l’expression. 

Mais ce principe est non-seulement en lui-même très-simple et très-général ; 
il a, de plus, l’avantage précieux et unique de pouvoir se traduire en une 
formule générale qui renferme tous les problèmes qu’on peut proposer sur 
l’équilibre des corps. Nous exposerons cette formule dans toute son étendue ; 
nous tâcherons même de la présenter d’une manière encore plus générale 
qu’on ne l’a fait jusqu'à présent, et d’en donner des applications nouvelles. 
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18 . Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut convenir 
rju’il n'est pas assez évident par lui-même pour pouvoir être érigé en prin- 
cipe primitif; mais on peut le regarder connue l’expression générale des lois 
de l'équilibre, déduites des deux principes que nous venons d’exposer. 
Aussi , dans les démonstrations qu’on a données de ee principe, on l’a tou- 
jours fuit dépendre de ceux-ci, par des moyens plus ou moins directs. Mais 
il y a, en Statique, un autre principe général et indépendant du levier et de 
la composition des forces, quoique les mécaniciens l’y rapportent commu- 
nément, lequel paraît être le fondement naturel du principe des vitesses vir- 
tuelles; on peut l'appeler le principe des poulies. 

Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, on appelle 
cet assemblage po/ispasle ou moufle, et la combinaison de deux moufles, 
l’une fixe et l’autre mobile, embrassées par une même corde dont l'une des 
extrémités est fixement attachée, et l’autre est attirée par une puissance, 
forme une machine dans laquelle la puissance est au poids porté par la 
moufle mobile, comme l’unité est au nombre des cordons qui aboutissent à 
cette moufle, en les supposant tous parallèles et faisant abstraction du frotte- 
ment et de la raideur de la corde; car il est évident qu’à cause de la tension 
uniforme de la corde dans toute sa longueur, le poids est soutenu par autant 
de puissances égales à celle qui tend la corde qu'il y a de cordons qui sou- 
tiennent la moufle mobile, puisque ces cordons sont parallèles et qu’ils 
peuvent même être regardés comme n’en faisant qu’un, en diminuant, si l’on 
veut, à l’infini le diamètre des poulies. 

En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant toutes 
embrasser par la même corde, au moyen de différentes poulies fixes de ren- 
voi, la même puissance, appliquée à son extrémité mobile, pourra soutenir 
autant de poids qu'il y a de moufles mobiles, et dont chacun sera à cette puis- 
sance comme le nombre des cordons de la moufle qui le soutient ejt à l'unité. 

. Substituons, pour plus de simplicité, un poids à la place de la puissance, 
après avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cordon qui soutient ce 
poids, que nous prendrons pour l'unité; et imaginons que les différentes 
moufles mobiles, au lieu de soutenir des poids, soient attachées à des corps 
regardés comme des points, et disposés entre eux en sorte qu’ils forment un 
système quelconque donné. De cette manière, le même poids produira, par le 
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moven de la corde qui embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui 
agiront sur les différents points du système, suivant la direction des cordons 
qui aboutissent aux moufles attachées à ees points, et qui seront au poids 
comme le nombre des cordons est à l’unité;- en sorte que ees puissances 
seront représentées elles-mêmes par le nombre ries cordons qui concourent 
à les produire par leur tension. 

Or il est évident que, pour que le système tiré par ees différentes puis- 
sances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas descendre 
par un déplacement quelconque infiniment petit des points du système (*); 
car, le poids tendant toujours à descendre, s’il y a un déplacement du sys- 
tème qui lui permette de descendre, il descendra nécessairement et produira 
ce déplacement dans le système. 

Désignons par a, ]3, y, etc., les espaces infiniment petits que ce déplace- 
ment ferait parcourir aux différents 1 points du système suivant la direction 
des puissances qui les tirent, et par P, Q, R, etc., le nombre des cordons 
des moufles appliquées à ees points pour produire ces mêmes puissances; 
il est visible que les espaces «, ]?, y, etc., seraient aussi ceux par lesquels 
les moufles mobiles se rapprocheraient des moufles fixes qui leur répondent, 
et que ces rapprochements diminueraient la longueur de la corde qui les 
embrasse des quantités P», Q|î, Ry, etc. ; de sorte qu’à cause de la longueur 
invariable de la corde, le poids descendrait de l’espace 

Pa -+- Qj3 ■+ R y -+- .... 

Donc il faudra, pour l'équilibre des puissances représentées par les nombres 
P, Q, R, etc., que l’on ait l’équation 

Pa +■ -t~ Ry -t- ... == o, 

ce qui est l’expression analytique du principe général des vitesses virtuelles. 

19. Si la quantité Pa 4- QjS -+- Ry -t- ..., au lieu d’être nulle, était 
négative, il semble que cette condition suffirait pour établir l'équilibre, 

(*) On a objecté , avec raison, à celte assertion île Lagrange l'exemple d'un point pi-santen équilibre 
ail sommet le pins élevé d'une courbe; il est évident rjlllin déplacement infiniment petit le ferait des- 
cendre, et, pourtant, ce déplacement ne se produit pas. La première démonstration rigoureuse du 
principe des vitesses virtuelles est due à Fourier ( Journal de l'École Polyteclinii/ue, tome II , an vu). 
I.e même cahier du Journal contient la démonstration que Lagrange reproduit ici. (J. Bertrand 
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parue qu'il est impossible que le poids monte de lui-même; mais il faut consi- 
dérer que, quelle que puisse être la liaison des points qui forment le système 
donné, les relations qui en résultent entre les quantités infiniment petites 
a, fi, y, ete., ne peuvent être exprimées que par des équations difléren- 
tielles, et, par conséquent, linéaires entre ces quantités. De sorte qu’il y en 
aura nécessairement une ou plusieurs d’entre elles qui resteront indéter-, 
minées, et qui pourront être prises en plus ou en moins ; par conséquent, les 
valeurs de toutes ces quantités seront tou jours telles, qu’elles pourront chan- 
ger de signe à la fois. D'où il s'ensuit que si, dans un certain déplacement 
du système, la valeur de la quantité P a -f- Qj3 — t— R > —I— . . . , est négative, 
elle deviendra positive en prenant les quantités a, y, etc. , avec des signes 
contraires; ainsi le déplacement opposé étant également possible, ferait 
descendre le poids et détruirait l’équilibre. 

20. Réciproquement, on peut prouver que si l’équation 

P« -+- Q(3 + Ry + ... =o 

a lieu pour tous les déplacements possibles infiniment petits du système, il 
sera nécessairement en équilibre ; car le poids demeurant immobile dans ces 
déplacements, les puissances (pii agissent sur le système restent dans le même 
état, et il n'y a pas plus de raison pour qu’elles produisent l’un plutôt (pie 
l'autre des deux déplacements dans lesquels les quantités «, fi" y, etc., ont 
des signes contraires. C'est le cas de la balance qui demeure en équilibre, 
parce qu'il n’y a pas plus de raison pour qu'elle s’incline d’un côté plutôt 
que de l'autre. 

I.e principe des vitesses virtuelles étant ainsi démontré pour des puis- 
sances commensurables entre elles, le sera aussi pour des puissances quel- 
conques incommejisurables, puisqu’on sait que toute proposition qu’on 
démontre pour des quantités commensurables, peut se démontrer également 
par la réduction à l'absurde, lorsque ces quantités sont incommensurables. 
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DEUXIÈME SECTION. 


FOHMÜI.B GÉNÉRALE UE LA STATIQUE POUR L'ÉQUILIMIE IH’N SYSTEME QUELCONQUE 
UE FORCES, AVEC I.A MANIÈRE UE FAIRE USAGE UE CETTE FORMULE. 


• 1 . La loi générale de l’équilibre dans les machines est que les forces ou 
puissances soient entre elles réciproquement comme les vitesses des points 
on elles sont appliquées, estimées suivant la direction de ces puissances. 

(Test dans cette loi que eonsiste.ee qu’on appelle communément le prin- 
cipe i/es 'vitesses virtuelles, principe reconnu depuis longtemps pour le prin- 
cipe fondamental de l'équilibre, ainsi que nous l’avons montré dans la section 
précédente, et qu’on peut, par conséquent, regarder comme une espèce 
d’axiome de Mécanique. 

Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puissances P. 
Q, R, etc., dirigées suivant des lignes données, se fassent équilibre. Conce- 
vons que, des points où ces puissances sont appliquées, on mène des lignes 
droites égides à p, q, r, etc., et placées dans les directions «le ces puissances; 
et désignons, en général, par dp, dq, dr, etc., les variations, ou différences 
de ces lignes, en tant qu’elles peuvent résulter d’un changement quelconque 
infiniment petit dans la position des différents corps ou points du système. 

Il est clair’ (pic ces différences exprimeront les espaces parcourus dans un 
même instant par les puissances P, Q, R, etc., suivant leurs propres direc- 
tions, en supposant que ces puissances tendent à augmenter les lignes respec- 
tives p, q, r, etc. Les différences dp, dq, dr, etc., seront ainsi proportion- 
nelles aux vitesses virtuelles des puissances P, Q, R, etc., et pourront, pour 
’ plus de simplicité, être prises pour ces vitesses. 

Gela posé, he considérons d’abord que deux puissances P et Q en équi- 
libre. Par la loi de l’équilibre entre deux puissances, il faudra que les quan- 
tités P et Q soient entre elles en raison inverse des différentielles dp, dq; 
mais il est aisé de concevoir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre deux puis- 
sances, à moins qu’elles ne soient disposées de manière que, quand l’une 
d’elles se meut suivant sa propre direction, l’autre ne soit contrainte de se 
mouvoir dans un sens contraire «à la sienne; d’où il s’ensuit que les valeurs 
des différences dp et dq doivent être de signes contraires : donc les valeurs 
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des forces F 3 et Q étant supposées toutes (jeux. positives, on aura, pour 
l’équilibre, 


P dq 

Q=~t P ' 


ou bien 


P dp -F Qdq = o ; 


c’est la formule générale de l’équilibre de deux puissances. 

Considérons maintenant l’équilibre de trois puissances P, Q, K, dont les 
vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles dp, dq, dr. Faisons 
Q = Q'-f- Q", et supposons, ce qui est permis, que la partie Q' (*) de la 
force Q soit telle, qu’on ait V dp -F Q ' dq = o; elle fera alors équilibie à la 
force P, et il faudra, pour l’équilibre entier, que l’autre partie Q" de la même 
force Q, fasse seule équilibre à la troisième force R ; ce qui donnera l’équation 

Q"dq -h Rdr ■= o, 


laquelle étant jointe à l’équation précédente, on aura, à cause de Q'-F Q"=Q- 
celle-ci : 


P dp -F Qdq -F R dr = o. 


S’il y a une quatrième puissance S dont la vitesse virtuelle soit représentée 
par la différentielle ds, on fera 


Q = Q'-fQ" et P dp -F Q ’dq = o, 

ensuite 

R == R' -F R" et Q “dq -F R'rf/- = o. 


Alors la partie Q' de la force Q fera seule équilibre à la force P ; la partie R' de 
la force R fera de même équilibre à l’autre partie Q" de la même force Q, et, 
pour l’équilibre total des quatre forces P, Q, R, S, il faudra que la partie 
restante R" de la force R fasse équilibre à la dernière force S, et que, par 


(*) Ce raisonnement n'est exact qu'autant que l’on considère un déplacement détermine du sys- « 

terne. Si l’on ne fait pas cette restriction, le rapport peut recevoir toutes les valeurs possibles, 

dq 

et l’équation P dp -+• dq = one peut être satisfaite pour aucune valeur déterminée de Q\ Il fau- 
drait, par conséquent, pour compléter la démonstration de Lagrange, l’appliquer successivement 
* tous les déplacements possibles du système, en introduisant, à chaque fois, des liaisons nouvelles 
qui empêchent les autres déplacements de se produire. Lagrange, du reste, fait lui-méme cette 
remarque (deuxième section , paragraphe i5). (/. Bertrand.) 

Mét. anal. 1. 4 
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conséquent, on ait 

Il "dr -+- Sd> — o. 

('.es trois équations étant jointes ensemble donneront 
l y dp -+- Q dq -+- R dr -t- S ds = o. 

Ainsi de suite, quel que soit le nombre des puissances en équilibre. 

2. On a donc, en général, pour l’équilibre d’un nombre quelconque de 
puissances P, Q, R. etc., dirigées suivant les lignes /;, q, r, etc., et appli- 
quées à un système quelconque de corps ou points disposés entre eux d’une 
manière quelconque, une équation de cette forme: 

l y dp -h Q tlq dr -i- . . . = o. 

C’est la formule générale de la Statique pour l'équilibre d'un système quel- 
conque de puissances. 

Nous nommerons chaque terme de cette formule, tel que P dp, le moment 
de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens que Galilée lui a 
donné, c’est-à-dire pour le produit de la force par sa vitesse virtuelle. De 
sorte que la formule générale de la Statique consistera dans l’égalité à zéro 
de la somme des moments de toutes les forces. 

Pour faire usage de cette formule, la difficulté se réduira à déterminer, 
conformément à la nature du système donné, les valeurs des différentielles 
dp , dq, dr, etc. 

On considérera donc le système dans deux positions différentes et infini- 
ment voisines, et l’on cherchera les expressions les plus générales des diffé- 
rences dont il s'agit, en introduisant dans ces expressions autant de quantités 
indéterminées qu’il y aura d'éléments arbitraires dans la variation de posi- 
tion du système. On substituera ensuite ces expressions de dp, dq, dr, etc. , 
dans l'équation proposée, et il faudra que cette équation ait lieu, indépen- 
damment de toutes les indéterminées, alin que l'équilibre du système sub- 
siste en général et dans tous les sens. On égalera donc séparément à zéro la 
somme des termes affectés de chacune des mêmes indéterminées, et l’on aura, 
par ce moyen, autant d’équations particulières qu’il y aura de ces indéter- 
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minées; or il n'est pas difficile de se convaincre que leur nointire doit tou- 
joui's être égal à celui des quantités inconnues dans la position du système: 
donc on aura, par cette méthode, autant d’équations qu’il en faudra pour 
déterminer l’état d’équilibre du système. 

C’est ainsi qu’en ont usé tous les auteurs qui ont appliqué jusqu’ici le prin- 
cipe des vitesses virtuelles à la solution des problèmes de Statique; mais cette 
manière d’employer ce principe exige souvent des constructions et des consi- 
dérations géométriques qui rendent les solutions aussi longues que si on les 
déduisait des principes ordinaires de la Statique : c’est peut-être la raison qui 
a empêché qu’on n’ait fait de ce principe tout le eas et l’usage qu’il semble 
qu’on en aurait dû faire, vu sa simplicité et sa généralité. 

3. I,’ objet de cet ouvrage étant de réduire la Mécanique à des opérations 
purement analytiques, la formule que nous venons de trouver est très-propre 
à le remplir. Il ne s'agit que d’exprimer analytiquement, et de la manière la 
plus générale, les valeurs des lignes p, q, /•> etc., prises dans les directions 
«les forces P, Q, R, etc. , et l’on aura, par la simple différentiation, les valeurs 
des vitesses virtuelles dp, d/j, dr, etc. 

Il faudra seulement faire attention que, dans le calcul diflérentiel, lorsque 
plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu'elles augmentent toutes 
en même temps de leurs différentielles; et si, par la nature de la question, 
quelques-unes d’entre elles doivent diminuer, tandis que les autres augmen- 
tent, on donne alors le signe moins aux différentielles de celles qui doivent 
diminuer. 

Les différentielles dp, dq, dr, etc., qui représentent les vitesses virtuelles 
«les forces P, Q, R, etc., devront donc être prises positivement ou négative- 
ment, selon que ces forces tendront à augmenter ou à diminuer les lignes p, 
q, r, etc., qui déterminent leur direction; mais comme la formule générale 
de l’équilibre ne change pas en changeant les signes de tous ses termes, il 
sera permis de regarder indifféremment comme positives les différentielles des 
lignes qui augmentent ou diminuent ensemble, et comme négatives les diffé- 
rentielles de celles qui varient en sens contraire. Ainsi, en regardant les forces 
comme positives, leurs moments P dp, Q dp, etc., seront positifs ou négatifs, 
selon que les vitesses virtuelles dp, dq, etc., seront positives ou négatives; 

4- 
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et lorsqu’on voudra faire agir les forces en sens contraire, il n’y aura qu’à 
donner le signe moisis aux quantités qui représentent ces forces, ou changer 
les signes de leurs moments. 

Il résulte de là cette propriété générale de l’équilibre, qu’un système 
quelconque de forces en équilibre y demeure encore si chacune des forces 
vient à agir en sens contraire, pourvu que la constitution du système ne 
souffre aucun changement par un changement de direction de toutes les 
forces. 

I Quelles que soient les forces qui agissent sur un système donné de corps 
ou de points, on peut toujours les regarder comme tendantes vers des points 
placés dans les lignes de leur direction. 

.Nous nommerons ces points les centres des forces, et l’on pourra prendre 
pour les lignes f>, t/, r, etc., les distances respectives de ces centres aux 
points du système auquel les forces P, Q, II, etc., sont appliquées. Dans ce 
cas, il est clair que ces forces tendront à diminuer les lignes p, q, r, etc.; 
il faudrait, par conséquent, donner le signe moins à leurs différentielles : mais 
en changeant tous les signes, la formule générale sera également 

P dp Qdq -f- Il dr -f- ... = o. 

< >r les centres des forces peuvent être hors du système, ou bien dans le sys- 
tème et en faire partie, ce qui distingue les forces en extérieures et intérieures . 

Dans le premier cas, il est visible que les différences dp, dq, dr, etc., 
expriment les variations entières «les lignes p, q, r, etc., ducs au change- 
ment de situation du système; elles sont, par conséquent, les différentielles 
complètes des quantités p, q, r, etc. , en y regardant comme variables toutes 
les quantités relatives à la situation du système, et comme constantes «•elles 
«pii se rapportent à la position des différents centres des forces. 

Dans le second cas, quelques-uns des corps du système seront eux-mêmes 
les centres des forces qui agissent sur d’autres corps du même système, et, à 
cause de l'égalité entre l’action et la r« ; .action, ces derniers corps seront eu 
même temps les centres des foires «jui agissent sur les premiers. 

Considérons donc deux corps (*) qui agissent l'un sur l’autre avec une force 


( é ) ï-e mol corps, ici comme plus haut, design® lin point materiel. (/. Bertrand. ) 
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quelconque P, soit que cette force vienne de l’attraction ou de la répulsion 
de ces corps, ou d’un ressort placé entre eux, ou d’une autre manière quel- 
conque. Soient p la distance entre ces deux corps, et dp la variation de cette 
distance, en tant qu'elle dépend du changement de situation de l’un des 
corpÿ ; il est clair qu'on aura, relativement à ce corps, P dp' pour le moment 
virtuel de la force P. De même, si l’on désigne par dp" la variation de la 
même distance p, résultante du changement de situation de l’autre corps, on 
aura, relativement à ce second corps, le moment P dp" de la même force P: 
donc le moment total dû à cette force sera représenté par P (dp' dp") ; 
mais il est visible que dp' -1- dp" est la différentielle complète de p, que nous 
désignerons par dp, puisque la distance p ne peut varier que par le déplace- 
ment des deux corps, donc le moment dont il s’agit sera exprimé simplement 
par P dp. On peut étendre ce raisonnement à tant de corps qu'on voudra. 

5 . 11 suit de là que, [tour avoir la somme des moments de toutes les forces 
d'un système donné, soit que ces forces soient extérieures ou intérieures, 
il n'y aura qu’à considérer en particulier chacune des forces qui agissent 
sur les différents corps ou points du système, et prendre la somme des pro- 
duits de ces différentes forces multipliées chacune par la différentielle de la 
distance respective entre les deux termes de chaque force, c'est-à-dire entre 
le point sur lequel agit cette force et celui où elle tend, en regardant, dans 
ces différentielles, comme variables toutes les quantités qui dépendent de la 
situation du système, et comme constantes celles qui se rapportent aux points 
ou centres extérieurs, c’est-à-dire en considérant ces points comme fixes, 
tandis qu’on fait varier la situation du système. 

Cette somme étant égalée à zéro, donnera la formule générale de la 
Statique. 

• 

6 . Pour donner à l'expression analytique de cette formule toute la géné- 
ralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptible, on rapportera la posi- 
tion de tous les corps ou points du système donné, ainsi que celle des centres, 
à des coordonnées rectangles et parallèles à trois axes fixes dans l'espace. 

Nous nommerons, en général, x, y, 2, les coordonnées des points aux- 
quels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons ensuite par 1111 ou 
plusieurs traits, relativement aux différents points du système. 
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Nous désignerons de meme par a, b, c, les coordonnées pour les centres 
des forces. 

Il est visible que les distances p, </, r, etc., entre les points d’application 
et les l'entres des forces, seront exprimées, en général, par la formule 

\/(.r — «)’ 4- (.r — by -H (s — c) J , 


dans laquelle les quantités a, b, c seront constantes ou du moins devront 
être regardées comme telles, pendant que x, y, z varient, dans le cas où 
elles se rapportent à des points placés hors du système, et oii les forces sont 
extérieures; mais, dans le cas oii les forces sont intérieures et partent de 
quelques-uns des corps du système même, ces quantités a, b, c deviendront 
r »«c., y.»«r., et seront, par conséquent, variables. 

Ayant ainsi les expressions des quantités finies p, tj, r, etc. , en fonctions 
connues des coordonnées des différents corps du système, il n’y aura plus 
qu'à différentiel’ à l’ordinaire, en regardant ces coordonnées comme seules 
variables, pour avoir les valeurs cherchées des différences dp, dij, dr, etc., 
qui entrent dans la formule générale de l’équilibre. 

7. Mais quoiqu’on puisse toujours regarder les forces P, Q, R, etc., 
comme tendantes à des centres donnés; cependant, comme la considération 
de ces centres est étrangère à la question, dans laquelle on ne considère 
ordinairement comme données que la quantité et la direction de chaque 
force, voici des manières plus générales d’exprimer les différences dp, d(/, 
dr, etc. 

F.t d’abord en supposant, ce qui est toujours permis, que la force P tende 
à un centre fixe, on a 


p = y/(x — a)l-h (y — b) 1 A- (s — c)*, 
et de là, en difTërentiant sans que a, b, c varient, si la force P est extérieure, 


dp = - — - dx -+- - — - dy -t- 

r P P 

Or il est facile de voir que t 1 > - — - 

1 V P P 

que la ligne p fait avec les lignes x — a, y — b. 



P 

sont les cosinus des angles 
z — c. Donc, en général, 
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si l’on nomme a, fi, y les angles que la direction de la force P lait avec les 
axes des x, y, z, ou avec des parallèles à ces axes, on aura 

- — - — cos a, - — - = eos fi, c = cos y ; 

P 'P r P ' 

par conséquent, 

dp = cos adx - 1- cos fi dy -+- cos ydz, 

et ainsi des autres différences dtp dr, etc. 

Mais si la même force P, étant intérieure, agit sur les deux points qui 
répondent aux coordonnées x, y, z et x', y', z' pour les rapprocher ou 
éloigner l’un de l’autre, on aura alors, dans l’expression de p, 

a = x, b=y , c — z, 

et, par conséquent, 

dp = cos a (dx — dx') ■+■ cos (3 (dy — dy') 4- eos y (dz — dz'). 

On remarquera, par rapport aux angles a, , 3 , y, premièrement, que 
cos a’ -h cos fi' -I- cos y 1 — t , 

ce qui est évident par les formules précédentes; en second lieu, que si l’on 
nomme '1 l’angle que la projection de la ligne p sur le plan des x et y fait 
avec l'axe des x, on aura 


en supposant 


■ X — a Y — b 

= cost, = sm f. 


t — — a Y -+- ( j — t>y-, 


donc, mettant pour x — a, y — b, leurs valeurs p cos a, p cosjS, on aura 
aussi 


donc 


-jt — p y/cos a ! -1- cos fi 1 = p \f\ — cos y* — p sin y, 


— sin> cosi, 


r-i>_ 


= sm y sin e, 


et, par conséquent, 


cos a = sin y cos s, cos fi = sin y sin f. 
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8. Je considère ensuite que, puisque dp représente le petit espace que 
le corps ou point auquel est appliquée la force P peut pareourir suivant la 
direction de cette force, si l’on fait dp = o, ce point ne pourra plus se mou- 
voir que dans des directions perpendiculaires à^elle de la même force. Donc 
dp = o sera l’équation différentielle d’une surface à laquelle la direction de 
la force P sera perpendiculaire. 

Cette surface sera une sphère si les quantités a, b, c sont constantes; 
mais elle pourra être une surface quelconque, en supposant ces quantités 
variables. , 

Supposons maintenant, en général, que la force P agisse perpendiculaire- 
ment à une surface représentée par l’équation 

\d.v - 4 - Brfr -H C dz = o. 

Pour faire coïncider cette équation avec l’équation 

(x — a)dx -+- ( r — b) dy -+- (z — c)dz — o 

qui résulte de la supposition dp = o, il n’y aura qu'à faire 

A X — a I! Y — b 

R z — c’ C z — c’ 

ce «jui donne 

x — a==^(z — c), y-b = -(z—c); 
substituant ces valeurs dans l'expression de dp, on aura 

dp — — ^ — ■ 

vA*+ B’-t-C’ 

Ainsi ayant l'équation différentielle de la surface à laquelle la force P est 
perpendiculaire, on aura l'expression de sa vitesse virtuelle dp. 

On peut supposer 

Adx -+- B dy -+- C dz — du, 

u étant une fonction de x, y, z; car on sait qu’une équation différentielle du 
premier ordre à trois variables ne peut représenter une surface, ii moins 
qu’elle ne soit intégrable ou ne le devienne par un multiplicateur. On aura 
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ainsi, par l'algorithme des différences partielles, 






et l'expression de dp deviendra 



Doue le moment d'une force P perpendiculaire à une surface donnée par 
l’équation du = o sera 

P du 

vW r (fHiy 

On déterminera de la même manière les valeurs des autres différences dtp 
dr, etc. , d’après les équations différentielles des surfaces auxquelles les direc- 
tions des forces Q, R, etc., sont perpendiculaires. 

9. Mais sans considérer la surface à laquelle une force est perpendiculaire, 
comme on peut représenter une quantité quelconque par une ligne, on 
pourra regarder/; comme une fonction quelconque des coordonnées, et la 
force P comme tendante à faire varier la valeur de p. Alors P dp sera égale- 
ment le moment virtuel de la force P; et de même Q dq, R dr, etc., seront 
les moments des forces Q, R, etc., en les regardant comme tendantes à faire 
varier les valeurs des quantités q, /■, etc., supposées des fonctions quel- 
conques «les mêmes coordonnées. Cette manière d'envisager les moments 
donne à la formule générale de l’équilibre une étendue beaucoup plus grande, 
et la rend susceptible d'un plus grand nombre d’applications (*). 

10. Les -valeurs des différences dp, dq, dr, etc., étant connues en fonc- 
tion des différentielles des coordonnées des différents corps du système, il 


s*} En rapprochant ce paragraphe 9 des paragraphe»!* et iü (sect. IV), on est conduit a l’en- 
tendre de la manière suivante : Lorsque des force» auront pour La somme de leurs moments vir- 
tuels un produit de la forme P dp y p étant une fonction quelconque des coordonnée*, on dira que le 
système des forces proposées équivaut à une force P, qui tend à faire varier la fonction p. C’est la 
une locution toute conventionnelle. Le mol force s'y trouve complètement détourné de sa signification 
habituelle. Cette locution, du reste, n’a pas etc adoptée par les géomètres. [J . Bertrand.) 

Méc. anal. 1 . 5 
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n'y aura qu’à les substituer dans la formule générale 


P dp -+- Q rfy -|- lWr -h ... = o, 

et vérifier ensuite cette équation d’une manière indépendante des différen- 
tielles qu’elle renfermera. 

Donc si le système est entièrement libre, en sorte qu’il n’y ait aucune rela- 
tion donnée entre les coordonnées des différents corps, ni, par conséquent, 
entre leurs différentielles, il faudra satisfaire à l ’équation précédente, indé- 
pendamment de ces différentielles, et, pour cet effet, égaler séparément à 
zéro la somme de tous les termes qui se trouveront multipliés par chacune 
d'elles; ce qui donnera autant d'équations qu’il y aura de coordonnées varia- 
bles, et, par conséquent, autant qu'il en faudra pour déterminer toutes l'es 
variables, et connaître par leur moyen la position de tout le système dans 
l'état d’équilibre. 

Mais si la nature du système est telle, que les corps soient assujettis dans 
leurs mouvements à des conditions particulières, il faudra commencer par 
exprimer ces conditions par des équations analytiques que nous nommerons 
é quations de condition; ce qui est toujours facile. Par exemple, si quelques- 
uns des corps étaient assujettis à se mouvoir sur des ligues ou des surfaces 
données, on aurait, entre les coordonnées de ces corps, les équations mêmes 
des lignes ou des surfaces données; si deux corps étaient tellement joints 
ensemble, qu’il-, dussent toujours se trouver à une même distance k l'un de 
l'autre, on aurait évidemment l’équation 

**= (*'- {.r -y')' + (*'- *')*, 

rt ainsi du reste. 

Avant trouvé les équations de condition, il faudra, par leur moyen, éli- 
miner autant de différentielles qu’on pourra dans les expressions- dp, dtj , 
dr , etc., en sorte que les différentielles restantes soient absolument indépen- 
dantes les unes des autres, et n’expriment plus que ce qu’il y a d’arbitraire 
dans le changement de situation du système. Alors, comme la formule géné- 
rale de la Statique doit avoir lieu, quel que puisse être ce changement, il 
faudra y égaler séparément à zéro la somme de tous les termes qui se trou- 
veront affectés de chacune des différentielles indéterminées ; d’où il viendra 
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autant d’équations particulières-qu’il y aura de ces mêmes ditlérenticlles ; et 
ces équations étant jointes aux équations de condition données, renferme- 
ront toutes les conditions nécessaires par la détermination de l’état d’équi- 
libre du système ; car il est aisé de concevoir que toutes ces équations ensemble 
seront toujours en même nombre que les différentes variables qui servent de 
coordonnées à tous les corps du système, et suffiront, par conséquent, tou- 
jours pour déterminer chacune de ces variables. 

il. Au reste, si nous avons toujours déterminé les lieux des corps par 
des coordonnées rectangles, c'est que cette manière a l’avantage de la sim- 
plicité et de la facilité du calcul ; mais ce n’est pas qu’on ne puisse en employer 
d’autres dans l’usage de la méthode précédente, car il est clair que rien n’o- 
blige dans cette méthode à se servir de coordonnées rectangles plutôt que 
d’autres lignes ou quantités relatives aux lieux des corps. Ainsi, au lieu des 
deux coordonnées x,y, on pourra employer, lorsque les circonstances paraî- 
tront l’exiger, un rayon vecteur p = y/,r ! -+- y * , et un angle $ dont la tan- 
gente soit ce qui donnera 

x = pcos9, / = psinç, 

en laissant subsister la troisième coordonnée ; ; ou bien on emploiera un rayon 
vecteur p = -h y* -+- z' avec deux angles <t et 4- tels que 

tang 9 = - , tang 4 — * 

x yx’-t-y’ 

ce qui donnera 

x = p cos 4 cos 9, y — p cos 4 sin 9, z = psin 4 ! 

ou d’autres angles ou lignes quelconques. 

Remarquons encore que, comme il n’y a proprement que la considération 
des différences dx, dy, dz qui entre dans la méthode dont il s agit, il est 
permis de placer l’origine des coordonnées oii l’on voudra ; ce qui peut servir 
à simplifier l’expression de ces différences. 

Vmsi, en substituant pcos <p et p sin <p. au lieu de .r et y, 011 aura, en 
général, 

d.v = d p cos <p — p sin 9 d(p, dy — dp sin <p ■+- pcos <p d€ ; 

5 . 
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mois, en faisant <p — o, ce qui revient à placer l'origine de l’angle ^ dans le 
rayon p, on aura plus simplement dx — dp, et dy = p d$. Et ainsi des autres 
cas semblables. 

12. En général, quel que soit le système de puissances dont ou cberclie 
l’équilibre, et de quelque manière que les points où elles sont appliquées 
soient liés entre eux, on peut toujours réduire les variables qui déterminent 
la position de ces points dans l'espace, à un petit nombre de variables indé- 
pendantes, en éliminant, au moyen des équations de condition données par 
la nature du système, autant de variables qu’il y a de conditions, c’est-à-dire 
en exprimant toutes les variables, qui sont au nombre de trois pour chaque 
point, par un petit nombre d’entre elles ou par d'autres variables quelcon- 
ques, qui, n'étant plus assujetties à aucune condition, seront indépendantes 
et indéterminées. 11 faudra alors que l'équilibre ait lieu par rapport à cha- 
cune de ces variables indépendantes (*), parce qu’elles donnent lieu à autant 
de changements différents dans la position du système. 

15 . En effet, si l’on dénote par 4, etc., ces variables indépen- 
dantes, en regardant les valeurs de p, q, r, etc., comme fonctions de ces 
variables, on aura 

d P=% d t + % d \ + % d *+ • 
d l = % d Z + % d t + % d * + 
dr =% d Z + % d l + % d *+--- 

* 7 

et l’équation de l’équilibre P dp Qdq -t- R dr -+-...== o deviendra 



-t- 

-+■ 


(* ) C’esl-à-dire il faillira que les cocdieienU des variations de chacune de ces variables soient nuis 
séparément. (/. Bertrand.) 
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dans laquelle les valeurs de rf-vj., dtp, etc., devant demeurer indéter- 
minées, il faudra que l’on ait séparément les équations 


p^+0$ +R* 
dl^ n d\ 




•h 

</$ 


R 


dr 


dtf 


q ÿ 

d-i 


R 


dr 

dtf 


— O, 

— O, 

= o, 


dont le nombre sera égal à celui des variables •v}., $, etc., et qui serviront, 
par conséquent, à déterminer toutes ces variables. 

Chacune de ces équations représente, *cQmme l’on voit, un équilibre par- 
ticulier, dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des rapports déter- 
minés ; et c'est de la réunion de tous ces équilibres partiels que se forme 
l'équilibre général du système. 

On peut même remarquer que c’est proprement à ces équilibres partiels et 
déterminés que s’applique, sans exception, le raisonnement de l’art, i de 
cette section ; et, comme dans le cas de deux puissances on peut toujours 
réduire leur équilibre à celui d’un levier droit dont les bras soient en raison 
des vitesses virtuelles, on peut, par ce moyen, faire dépendre le principe 
général des vitesses virtuelles du seul principe du levier. 

li. Lorsque la quantité P dp 4- Q dq 4- R dr 4- etc., ne sera pas nulle 
par rapport à toutes les variables indépendantes, les forces P, Q, R, etc., ne 
se feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces forces prendront des 
mouvements dépendants des mêmes forces et de leur action mutuelle. 

Supposons que d’autres forces représentées par P', Q', R', etc. , et dirigées 
suivant les lignes p ' , (/' , r', etc,, agissant sur les corps du même système, 
leur impriment aussi les mêmes mouvements; ces forces seront équivalentes 
aux premières, et pourront, dans tous les cas, être substituées à leur place, 
puisque leur effet est supposé exactement le même. Or, si ces mêmes forces 
P', Q', R', etc., en conservant leurs valeurs, changeaient leurs directions et 
en prenaient de directement opposées, il est clair qu’elles imprimeraient aussi 
aux mêmes corps des mouvements égaux, mais directement contraires. Par 
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conséquent, si dans ce nouvel état elles agissaient sur les corps du même sys- 
tème en même temps que les forces P, Q, R, etc., ces corps demeureraient 
en repos, les mouvements imprimés dans un sens étant détruits par des mou- 
vements égaux et contraires. Il y aurait donc nécessairement équilibre entre 
toutes ces forces, ce qui donnerait l’équation (art. 2) : 

P dp -+- Qffy -h R'/r P 'dp' — Q7/f/— Wdr — . . . = o ; 

d’où l'on tire 

Vdp -t- Q dr] -t- Rdr -h ... = P 'dp' -+- Q ’dq' -+- R ’dr' . . . . 

C'est la condition nécessaire pour que les forces P', Q', IV, etc. , agissant 
suivant les lignes y/, </', r' , etc., soient équivalentes aux forces P, Q, R, etc., 
agissant suivant les lignes y», p, r, etc. ; et, comme deux systèmes de forces 
ne peuvent être entièrement équivalents (*) que d'une seule manière, puisque 
le mouvement d'un corps est toujours unique et déterminé, il s'ensuit que- 
si deux systèmes de forces P, Q, R, etc., P', Q', R', etc., sont tels, que 
l'on ait généralement, et par rapport à toutes les variables indépendantes, 
l'équation 

P dp -(- Qdrj -t- Rdr -+-...= P 'dp' -t- Q'd</' -t- IV dr' 

ces deux systèmes seront équivalents, et pourront, dans tous les cas, être 
substitués l’un à l’autre. 

la. Il résulte de là ce théorème important de Statique, que deux systèmes 
de forces sont équivalents, et peuvent être substitués l’un à l’autre dans un 
même système de corps liés entre eux d’une manière quelconque, lorsque 
les sommes des moments des forces sont toujours égales dans les deux sys- 
tèmes; et réciproquement, lorsque la somme des moments des forces d'un 
système est toujours égale à la somme des moments des forces d’ un autre sys- 
tème, ces deux systèmes de forces sont équivalents, et peuvent être substi- 
tués l'un à l'autre dans le même système de corps. 

(*) C'est-à-dire que deux systèmes qui sont équivalents, en ce sens qu’ils font équilibré à un 
même troisième, peuvent être, par cela meme, considérés comme complètement équivalents. 

V. Bertrand. ) 
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Si l’on fait dépendre les lignes />, tf, r, etc., des lignes 4? Pi etc., la 
formule 

Pr ip •+- Qrfy -+• Rrfr -t- ... 
se transforme, comme dans l'art. 13, en celle-ci, 

Ee/$ W t/4 4- Qdp 


dans laquelle 


2 = 1> £ + Q 4 + R £ + ..., 

* = p ÿ +QŸ -+-r£ -h . . ., 
//© //® 


On a donc généralement 

Prf/> -+- Qdq -+- Kdr -+-...= S.d% H- V r/4 H- Pdtp 

Ainsi le système des forces P, Q, R, etc., dirigées suivant les ligues p, 1 /, 
/■, etc., est équivalent au système des forces S, 4, <t>, etc., agissant suivant 
les lignes £, 4i Pi etc., et peut être changé en celui-ci, dans le même sys- 
tème de corps tirés par ces forces (*). 

( # ) Il faut, pour qu’il en soit ainsi, que les lignes y, etc., soient de telle rature, que leurs 

différentielles d%, dÿ, dy, expriment les vitesses virtuelles des points d'application des forces Z, 
T, c'est-à-dire que chacune d’elles soit la projection orthogonale du déplacement du point sur 
la direction de la force. Voyez à ce sujet une Note de M. Poinsot, insérée dans le Journal de M Liou- 
viHe(tome XI , page 24 1), et que nous reproduisons à la fin du volume. (/. Bertrand.) 
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TROISIÈME SECTION. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIRRE D'üN SYSTEME DE CORPS, 
DÉDUITES l)E LA FORMULE PRÉCÉDENTE. 

I . Considérons un système ou assemblage quelconque de corps ou points 
qui. étant tirés par des puissances quelconques, se fassent mutuellement 
équilibre. Si dans un instant l'action de ces puissances cessait d'être détruite, 
le système commencerait à se mouvoir, et, quel que pût être son mouve- 
ment, on pourrait toujours le concevoir comme composé, i° d'un mouve- 
ment de translation commun à tous les corps; a" d'un mouvement de cota- 
tion autour d'un point quelconque; 3° des mouvements relatifs des corps 
entre eux, par lesquels ils changeraient leur position et leurs distances 
mutuelles. Il faut donc, pour l’équilibre, que les corps ne puissent prendre 
aucun de ces différents mouvements. Or il est clair que les mouvements 
relatifs dépendent de la manière dont les corps sont disposés les uns par 
rapport aux autres; par conséquent, les conditions nécessaires pour empê- 
cher ees mouvements doivent être particulières à chaque système. Mais les 
mouvements de translation et de rotation peuvent être indépendants de la 
forme du système, et s’exécuter sans que la disposition et la liaison mutuelle 
des corps en soient dérangées. 

Vinsi la considération de ces deux espèces de mouvements doit fournil 
des conditions ou propriétés générales de l'équilibre. C’est ce que nous 
allons examiner. 

1 . — Propriétés de I équilibre d'un système libre relatives au mouvement 

de translation. 

2. Soit un nombre quelconque de corps regardés comme des points, 
et disposés ou liés entre eux comme on voudra, lesquels soient tirés par 
les puissances P, P', P*, etc., suivant les directions des lignes p, p , //', etc. 
On aura (section précédente), pour l'équilibre de ces corps, la formule 
générale 

Vdp -+- P 'dp' + P "dp" -+- . . . = o. 
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Ru rapportant à des coordonnées rectangles les différents points tirés par les 
forces I’, P', etc., ainsi quelles centres de ces forces, comme dans l’art. U 
de la section précédente, on aura, pour les forces extérieures. 

p = \]{x — a (y — b y -h (z — c)*, 

P = VV~ a 'y -+- ( /— b 'Y ■+■ ( z ' 


Mais si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées .r, )■, z, 
et aux ,r ,jr, z, agissent l’un sur l’autre par une force mutuelle que nous dési- 
gnerons par P, en nommant p la distance rectiligne de ces deux corps, on . 
aurait 

p = \J(x — (_y— (s — s)’ , 

et il faudrait ajouter à la formule générale le terme P dp, provenant de la 
force intérieure P, et ainsi de suite, si plusieurs forces agissent sur les mêmes 
corps. 

3. Faisons, ce qui est permis, 


x'—x -+- Ç, 

y' —y ■+■ ». 



/= y *+- »', 

*"= 2 ■+■ Ç', 

X — x -h Z, 

y — y - F » , 

:=: +ï, 


et supposons qu'on ait substitué ces valeurs dans la formule précédente. 

Puisque x,y, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par la force P, 
il est clair que £, », £, etc., ne seront autre chose que les coor- 

données relatives des autres corps par rapport à celui-ci, pris pour leur ori- 
gine commune ; de sorte que la position mutuelle des corps ne dépendra que 
de ces dernières coordonnées, et nullement des premières. Donc, si l'on 
suppose le système entièrement libre, c’est-à-dire les corps simplement liés 
entre eux d’une manière quelconque, mais sans qu’ils soient retenus ou empê- 
chés par des appuis fixes, ou des obstacles extérieurs quelconque», il est aisé 

Mèc. anal . I. 6 
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fie concevoir que les conditions résultantes de la nature du système ne pour- 
ront regarder que les quantités §, », £, Ç', »', Ç', etc. , et nullement les quan- 
tités .r, y, i, dont les différentielles demeureront, par conséquent, indépen- 
dantes et indéterminées. 

Ainsi, après les substitutions dont il s’agit, il faudra égaler séparément à 
zéro chacun des membres affectés de dx, dy, dz, ce qui donnera ces trois 
équations {art. 2) : 


p dp 
dx 


V'dy_+ V 'd£ 

dx dx 


. . = O, 

v dp 

dy 


p, £ p 

dy dy 


• = o. 

p dp 
dz 

-+■ 

dz dz 


. = O. 


On voit d’abord que les variables r, y, z n’entreront point dans l'expres- 
sion de p\ ainsi on aura 


dp 

£=°> 


dp 

dy 


dp 

= °, £ = o 


ce qui fera disparaître les termes qui contiendront les forces intérieures 
P, P, etc. 


On voit ensuite que les valeurs de 


dp' 

dp' 

dp' 

dp” 

dp" 

dp" 

dx' 


dz ’ 

dx 

’ y — ’ 

dy 


seront les mêmes que 

celles de 




dp' 

V, 

dy 

dp' 

37” 

ty* 

dp" 

dp" 

dp 

2? 

’ dy »’ 

dz”"" 

Or, si I on nomme 

*» fi, 

y les angles 

que la ligne p fait avec les axes des 


y, ou avec des parallèles à ces axes, a', f i r , y' les angles que la ligne p ' 
fait avec les mêmes axes, etc., on a, comme on l’a vu plus haut (art. 7, 
section précédente), 


et, de même, 

‘ <¥ 
. dx' 


dp 

£ = cosa > 


dp 


Ty 


— coS|3, 


= cos a', 


dp* 

dy' 


cos (3', 


dp 

■£ = cosy; 


dp' 


dz' 


COS> , 
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Donc les trois équations ci-dessus deviendront 

P cos a -h P' cos a! P" cosa"-t- . . . = o, 

P cos p -+- P' cos J3' -f- P" cos fi” -+- . . . — o, 

P cos y -t- P' cos y' -+- P" cos y"-\- ... = o, 

lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans l’équilibre d’un système 
libre. Ce sont les équations nécessaires pour empêcher le mouvement de 
translation. 

4. Si les puissances P, P', P*, etc., étaient parallèles, on aurait 

a — a , fi = fi = p »... » y = y — y » • • • , 

et les trois équations précédentes se réduiraient à celle-ci : 

P+PVP’+ ... = o, 

laquelle montre que la somme des forces parallèles doit ètre»nulle. 

En général, il est facile de concevoir que P représentant l’action totale 
de la puissance P suivant sa propre direction, Pcosa représentera son action 
relative, estimée suivant la direction de l’axe des x, lequel fait l’angle a avec 
la direction de la force P ; de même, P cos, 3 et P cos y seront les actions rela- 
tives de la même force, estimées suivant la direction des axes de y et ; ; et 
ainsi des autres forces P', P", etc. 

De là résulte ce théorème de Statique, que la somme des puissances esti- 
mées suivant la direction de trois axes perpendiculaires entre eux, doit être 
nulle par rajjport à chacun de ces axes dans l’équilibre (f un système libre. 

$ II. — Propriétés de l’équilibre relatives au mouvement de rotation. 

5. Prenons maintenant, ce qui est permis, à la place des coordonnées x,y, 
x” ,y v , etc., x,y, etc., les rayons vecteurs p, p', p", etc., p, etc., avec 

les angles <p, <p', ç”, etc., <p, etc., que ces rayons font avec l’axe des x; on 
aura, comme l’on sait, 

x = pcos<p, y = p sin ip, 

et, de même, 

x'=p’cos/p', f'=p' sinp', ..., x = pcosip, y = p sin ç , 

6 . 
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Faisons ces substitutions dans la formule générale de l'art. 2, et sup- 
posons 

P = p ~y Z , P — P -+- Z , . • . , p p ~h Z > 


il est visible que z, a , etc. , a, etc. , seront les angles que les rayons p', p", etc. , 
p, etc., forment avec le rayon p; par conséquent, les distances des corps, 
tant entre eux que par rapport an plan des x, j%-et au point qui est pris pour 
l’origine des coordonnées, dépendront uniquement des f [nanti tés p, p', p", etc., 
p, etc., a-, z', etc., z, etc., z, z', z" , etc., 5, etc. 

Donc, si le système a la liberté de tourner autour de ee point parallèlement 
au plan des x, y, c’est-à-dire autour de l’axe des s, qui est perpendiculaire 
à ee plan, l’angle p sera indépendant des conditions du système, et sa diffé- 
rence dp demeurera, par conséquent, arbitraire. D’où il suit que les termes 
affectés de dp dans l’équation générale de l’équilibre, devront être ensemble 
égaux à zéro. m 

Il est facile de voir que tous ces termes seront représentés par N dp. en 
faisant 


N = P $ H- P "Y- 

.fty dp 


p» dp" 
* ,77 



de sorte que l’on aura pour l’équilibre l’équation N = o. 

F.n substituant les valeurs de x, y, x', y’, etc., x, y, etc., dans les expres- 
sions de p, p ' , etc. , p , etc. (art. 2), et faisant de plus 

« = RcosA, è==RsinA, «' = R'eosA', b' = R' sin B',..., 


on aura 

p = y/p* — apRcos(<p — A) + R’+ {z — c) 1 , 
p' = v /p' J - a p' R cos (y - A') -t- R' a 4- (z' - e')\ 

p = Vp’ — 2 PP cos {p — p ) -f- p J -H (z — z)\ 


où il faudra encore mettre p y z, p -h z', etc . , p -y z, etc. , à la place de 
p', p", etc., p, etc. 
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Par ces dernières substitutions, on voit d'abord que les quantités p, etc. , 

ne contiendront plus l'angle <p; ainsi on aura — o, etc. : par conséquent. 

les forces intérieures P, etc.’, disparaîtront de l'équation, et il n’y restera 
que les forces extérieures P, P', etc. 

Knsuite on anra 

dp p R sin (y — A ) dp' p' R' sin ( y' — A') 

df p ’ dis p' 

et la quantité N deviendra 

AI _ PHp sin(< P — A) , P'R'p' sin {9' — A') , 

•’ “T“ f ' “l ♦ • • • 

P P 

Comme on [»eut prendre les centres des forces P, P', etc., partout où 
I on veut dans la direction de ces forces, on peut supposer que ’ces forces 
soient représentées par les lignes mêmes p, p', étc. , qui sont les distances 
rectilignes de leurs points d'application aux centres respectifs. De cette 
manière, on aura plus simplement 

N = Rp sin(p — A) -+- R'p' sin (p ' — A') H- .... 

Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de l'origine des coor- 
données et qui renferment l’angle <p — A, sont les côtés d'un triangle qui a 
pour base la projection de la ligne p sur le plan des .c, y ; par conséquent, 
la quantité Rpsin(<p — A) exprime le double de l’aire de ce triangle, -et 
ainsi des autres quantités semblables. 

Or, ayant nommé ci-dessus (art. 5 '| y, y\ etc., les angles que les direc- 
tions des forces P, P', etc., font avec l'axe des 2 ou avec des parallèles à cet 
axe, il est clair que les compléments de ces angles seront les inclinaisons des 
lignes p, p' , etc. , au plan des x, y : donc p sin y, p' sin y' , etc. , seront les 
projections de ces lignes; et si de l'origine des coordonnées on abaisse sur 
ces projections des perpendiculaires que nous nommerons II, n\ etc., on 
aura 

Rpsin (if — A) = ftp sin>, R'p' sin (?' — A') = II'// sin>', ...» 
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et la quantité N se réduira à la forme 

N = II P sin y -+- fl' T' sin y’ -|- Il "P" sin y" ■+■ . . . , 

en remettant P, P', P", etc., à la place de p, //, p" , etc. 

6. L’équation N = o donnera ainsi le théorème suivant : 

Dans i équilibre d'un système qui a la liberté de tourner autour d'un 
axe, et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les autres d'une 
manière quelconque et sont en meme temps tirés par des forces extérieures, 
la somme de ces forces, estimées parallèlement à un plan perpendicu la ire à 
l’axe, et multipliées chacune par ta perpendiculaire menée de / axe à la 
direction de la force projetée sur le meme plan, doit être nulle, en dormant 
des signes contraires aux forces dont les directions tendent h faire tourner 
le système dans des sens contraires . 

On énonce ordinairement ce théorème d’une manière plus simple, en 
disant que les moments des forces, par rapport a un axe, doivent se détruire 
pour qu'il y ait équilibre autour de cet axe. Car on entend aujourd'hui en 
Mécanique, par moment d'une force ou puissance par rapport à une ligne, le 
produit de cette force estimée parallèlement à un plan perpendiculaire à 
cette ligne, et multipliée par son bras de levier, qui est la perpendiculaire 
menée de cette ligne sur la direction de la puissance rapportée au même 
] dan . En effet, c’est uniquement de ce moment que dépend l’action de la 
force pour faire tourner le système autour de l’axe; puisque si on la décom- 
pose en deux, l’une parallèle à l’axe, l’autre dans un plan perpendiculaire à 
l’axe, il n’y aura évidemment que cette dernière qui puisse produire une 
rotation. Nous donnerons, en conséquence, à ce moment le nom particulier 
de moment relatif à un axe de rotation. 

7. Le eoeflicient N du terme N d$ (art. 5) exprime, comme on le voit, 
la somme des moments de toutes les forces du système, relativement à l’axe 
de la rotation instantanée dtp. Ainsi, pour trouver la somme de ces moments 
relatifs «à un axe quelconque, il n’y aura qu’à transformer la formule générale 

P dp -h P 'dp' -|- P "dp" -h . . . , 

qui exprime la somme des moments virtuels de toutes les forces, en y intro- 
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duisant, pour une des variables indépendantes, l'angle de rotation autour 
de l'axe" donné; le coefficient de la différentielle de cet angle sera la somme 
de tous les moments relatifs à cet axe, ce qui peut être utile dans plusieurs 
occasions. 

8. Lorsque le système peut tourner en tout sens autour du point que 
nous prenons pour l'origine des coordonnées, il faut considérer à la fois les 
rotations instantanées autour des trois axes .r, y, z, et l’on aura, par rapport 
à chacun de ces axes, une équation semblable à celle que nous venons de 
trouver, et qui renferme la propriété des moments ; mais il ne sera pas inutile 
de résoudre le même problème par une analyse plus simple et plus générale. 

Pour cela soit, comme dans l’art. 5, 

x=pcosip, y = p sin p, .r'=p'cos$\ y'= p' sin p ', . . . ; 

en faisant varier simplement les angles p, etc., de la même différence dp, 
on aura 

de = — y dp, dy — xdp, dx' = — y' dp, dy' == x'dp, 

Le sont les variations de x, y, x' , y ' , etc., dues à la rotation élémentaire 
dp du système autour de l’axe des z. 

On aura de meme les variations de y, z, y' , z', etc. , dues à une rotation 
élémentaire d 4 autour de l’axe des x, en changeant simplement dans les 
formules précédentes x, y, x’, y’, etc., en /, z,y', s', etc., et dp en d-^, 
ce qui donnera 

dy = — zd 4, dz=yd-\, dy' — — z' d-\ , dz — y d-\, 

En changeant dans ces dernières formules/, z, y', z', etc. , respective- 
ment en z, x, z , x' , etc. , et d-4. en da», on aura les variations provenant de 
la rotation élémentaire du autour de l'axe des y, lesquelles seront 

dz — — xdcu, dx = zda>, dz' = — x'dai, dx' = z' du , . . . . 

Si donc on suppose que les trois rotations aient lieu à la fois (*), les varia- 


(*} En réalité, les trois rotations ne peuvent avoir lieu à U fois, mais successivement. Il n’y a 
cependant aucun inconvénient à les considérer, dans le calcul, comme simultanées, car chacune 



« 
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tions totales des coordonnées .r, y, z, x' , y’, s', etc., seront, d’après les 
principes du calcul différentiel, égales aux sommes des variations partielles 
dues à chacune de ces rotations, de sorte qu’on aura aiorÿ ces expressions 
complètes : 

dx =?= zdiD — y dp, dy = xdp — z di, dz = yd-\ — ,r du, 

dr = z’ du — y' dp, • dy' ■=■ x' dp — z'd-f., dz' — y' d-J, — .r' du. 


En substituant ces valeurs dans la formule générale de l’équilibre (art. 2), 
on aura les termes dus seulement aux rotations d-J, du, dtp autour des trois 
axes x , y, z, lesquels devront être séparément égaux à zéro lorsque le sys- 
tème a la lil>erté de tourner en tout sens autour du point qui fait l’origine 
des coordonnées. 

Or on a, par la différentiation, 

, _J_ (j — a) dr H- (y — l>)dy 4- (i — c)dz 

, p - - 

,/./= {x'-«')dx<+(y'-t,’)dy'+(z’-c')dz' 

‘ Tl' 


dp — ( x ~ *> ( rfj — — y) (dy — <fy) + (z — z) (dz — dz) , 

P 


On aura donc, par les substitutions dont il s’agit, 

(ay — /jjt) dif -+- [bz — cy) dÿ -4- (cjr — az)d u 

c'x' — a'z'\du 


dp = 


dp' — ("•/ — — cÿ\dty 


Et l’on trouvera dp = o, dp' — o, etc., en mettant pour dx. dy, dz, etc., 

«I elles changeant infiniment peu la position du corps, ne peut exercer, sur les déplacements que les 
autres produisent, qu'une influence infiniment petite, et ne modifie le mouvement dû à ces autres 
rotations que d'une quantité infiniment petite par rapport à sa propre valeur. (/. Bertrand . ) 
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les valeurs analogues ; du — ydç, x dtp — zd^f,, yd’f . — xdu, etc.; d’où 
l’on peut tout de suite conclure queles ternies Y* dp, P* dp' , etc., de la même 
équation, qui résulteraient des forces intérieures du système, disparaîtront 
par ces substitutions. 

On aura aussi dp = o, si l’on fait a = o, b — o, c = o, c’est-à-dire si le 
centre des forces P tombe dans l’origine des coordonnées, ce qui fera aussi 
disparaître cette force. 


9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, s’il y en a, ainsi que 
de toute force qui serait dirigée vers le centre des coordonnées, on aura, en 
général, pour toutes les forces P, P', etc., dirigées suivant les lignes p, 
p' , etc., l'équation 

Lf/sJ. -I- M du -H Nr/$ = o, 

en faisant 

, P(iz-çr) . P . 

1 < — ~r~ j i • • < 

/• r 

,, P(cj — az ) P’(c'x' — a' z') 

M = — -I ï 

P P 

jç _ P (y — bx) P' («') ' — b'x‘) 

P P' 


et l’on aura, pour tout système libre de tourner en tout sens autour de l'ori- 
gine des coordonnées, les trois équations L = o, M = o, N = o, lesquelles 
répondent à celle de l’art. H, rapportée aux trois axes des coordonnées. 

Car, en employant, à la place des coordonnées a, b, c, a , etc. , des centres 
de forces, les angles a, y, a , etc., que les directions de ces forces font 
avec les trois axes des coordonnées; et faisant par conséquent, comme dans 
l’art. 7 de la section précédente, 

a—x — p cos a, b=y — p cos ,3, c = z — />cos>, 

et ainsi des autres quantités semblables, on a 

L = P (/ cos y — s cos (3) 4- P* ( y ' cos y — z’ cos p') 4- • • • » 

M = P (s cos a — x cosy) 4- P J (2* cos a! — x' cosy') 

N = P(xco 9 ,S — j cos a) -t- P' (x' cos (3* — y' cos a') -+-•••• 

Mec. anal. I. ? 
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Or, P eosa, Pcosjî, P cos y , étant les valeurs de la force P, estimée sui- 
vant les directions des trois axes des *■, y, z, on voit tout de suite que 
•r Pros p — )P eosa sont les moments relatifs à l'axe des z, le terme/P eosa 
ayant le signe négatif à cause que la force l’ cos a tend à faire tourner le sys- 
tème en sens contraire de la force P cos p. De même, s P cos a — x P cos y 
seront les moments relatifs à l'axe des/, et/ P cos y — r. P cos p , les moments 
relatifs à l'axe des .r; et ainsi des autres expressions semblables. De sorte 
que les trois équations L = o, M = o, N = o expriment que la somme 
de res moments est nulle par rapport à chacun des trois axes. 

voit aussi que les coefficients L, M, N des rotations instantanées (/■$, 
du, dy ne sont autre chose que les moments relatifs aux axes des rotations 
instantanées d-J., du, dç (art. 7). 

10. On pourrait douter si les rotations autour des trois axes des coor- 
données suffisent pour représenter tous les petits mouvements qu’un système 
de points peut avoir autour d'un point fixe, sans que leur disposition mu- 
tuelle en soit altérée. Pour lever ce doute, nous allons chercher tous ces 
mouvements d'une manière plus directe. 

Par le point donné, qui sert d’origine aux coordonnées jc, y, 2 , et par un 
autre point du système, imaginons une ligne droite, et par cette ligne et par 
un troisième point du système, un plan ; rapportons à cette ligne et à ce plan 
les autres points du système, par de nouvelles coordonnées rectangles .r', 
y', s', ayant la même origine que les premières x, y, z. Il est clair que ces 
nouvelles coordonnées ne dépendront que de la situation mutuelle des points 
du système, et seront, par conséquent, constantes lorsque le système change 
de place, tandis que les premières varient seules par ce changement. 

La théorie connue de la transformation des coordonnées donne d’abord 
ces relations entre les trois premières et les trois dernières : 

x=ax' -h py' -t-yz', 
y — «V p'y' -+- y'z', 

z = «v+py-t->v. 

Les neuf coefficients a, p, y, a', etc., ne dépendent que de la position 
respective des axes des deux systèmes de coordonnées, et doivent être tels. 
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que les coordonnées x, y, z se rapportent aux mêmes points que lés coor 
données x', y', z 1 , et que, par conséquent, les deux expressions 


et x' 7 -+- y 4- a 


soient identiques, ce qui donne ces six équations de condition, 


* ■ 

■ 


= «. r -t- ? 


&•* 


_ 


= I, 


*'fi'- 


« r.” 

y 


fl, rr ir r f , yff y 

O, ay -+- a y -+- a y — o, py 4- p y 4- p y - 


= 1 , 

o; 


de sorte que parmi les neuf quantités a, |3, y, etc., il en restera trois 
d’indéterminées. 

Lorsque les axes des x ' , /, z' coïncident avec ceux des x, y, z, on a 


et, par conséquent, 

a=i, |3 = o, > = o, a' = o, fi'— i , fi" == o, > = o, y'—o, y"=i. 


Ainsi, en différentiant les formules précédentes et y faisant ensuite ces sub- 
stitutions, on aura le résultat d’un déplacement quelconque infiniment petit 
du système dans l’espace autour du point donné. 

On aura d'abord, en difTérentiant les expressions de x, y, z dans fhyj ÎO- 
thèse de x’ , y', z' constantes, et substituant, après la différentiation, .r, y, - 
à la place de ces quantités, 


dx — xda -t -ydfi -+- zdy, 
dy — xda' -t- y dp' -+- zdy', 
dz — xda" -hydp" -f- zdy''. 


Mais les six équations île condition étant différentiées donnent, par la 
substitution des valeurs a = i , p = o, y — o, etc., trouvées ci-dessus, 

da = o, dp'— o, dy" = o, 

dfi-yda'—o, dy -h da” = o, dy' ■+■ dp" = o, 

d’où 

da — — dfi, da" — — dy, dp" — — dy'. 

Les valeurs étant substituées dans les expressions de dx, dy, dz, on aura 

7- 
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cellçs-ei : 

d.r = — yda 4 - zdy, dy = xdce' — zd r ‘S , dz — — xdy -+-jrd^ H , 
qui coïncident avec celles de l’art. 8, en faisant 

da' — dp, dy = du, df," — d-\. 

Ces formules des variations de x, y, z ont donc toute la généralité que 
l'état de la question peut comporter; et les trois équations I, = o, — o, 
N = o, qui résultent de l’évanouissement des termes affectés de f/4’ </«, </? 
dans l’équation générale de l’équilibre, sont, par conséquent, les seules 
nécessaires pour maintenir le système en équilibre autour du point donne, 
abstraction faite de ce qui dépend de la disposition mutuelle des points entre 
eux. De sorte que, lorsque cette disposition est invariable, l’équilibre du 
système ne dépendra que des trois équations dont il s’agit. 

D’Alembert est le premier qui ait trouvé les lois de l’équilibre de plusieurs 
forces appliquées à un système de points de forme invariable, dans ses 
Recherches sur la Précession des équinoxes. Il y est parvenu d’une manière 
très-compliquée par la composition et la décomposition des forces. Depuis, 
elles ont été démontrées plus simplement par divers auteurs; mais nos for- 
mules ont l’avantage d’y conduire directement. 

S III. — De la composition des mouvements de rotation autour de différents 
axes, et des moments relatifs à ces cures. 

il. si r on prend dans le système un point pour lequel les coordonnées 
•r, y, z soient proportionnelles à f/4, du, dtp, les différentielles corres- 
pondantes dr, dy, dz seront nulles, comme on le voit par les formules de 
l’art. 8. Ce point, et tous ceux qui auront la même propriété, seront donc 
immobiles pendant l’instant que le système décrit les trois angles f/4, du, 
dp, en tournant à la fois autour des axes des x, z. Et il est facile de voir 
que tous ces points seront dans une ligne droite passant par l’origine des 
coordonnées (*), et faisant avec les axes des .r, y, z, des angles A, u, », tels 

(*) En rapprochant ce résultat de ceux qui ont été obtenus dans le paragraphe précèdent, on 
voit qu'un mouvement quelconque infiniment petit d’un corps solide qui a un point fixe, peut être 
considéré comme une rotation autour d un axt*. Ce beau théorème est dû à Euler, qui en a donne 
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que 


COS A = 


(/tjl ii*û 

s/'ifÿ'-h fl'ü'-h J- f ’ ’ cos “ = v'JfWâ'+l; 1 ’ 

r/ ? 


COS V — 


■+- r/'j)’ 4- '/f 1 

Cette droite sera Taxe instantané de la rotation composée. 
Kn employant les angles A, «, v, et faisant, pour abréger, 

d9 = y/dÿ-hda'+dp. 


d-^=d9 cosA, da> = d9 cos/a, dtp = <75 cos v, 


et les expressions générales de <Zx, </r, </z (art. 8) deviendront 

r/e = ( ; cos u — y cos r ) d9, 
dy = (x cos v — z cos A) dô, 
dz = (y cos A — .r cos «) d9. 

Ce carré du petit espace parcouru par un point quelconque étant 

r/r’-t- dy 1 -t- dz\ 

il sera exprimé par 

[(ïoosu — cos»)’ -t- (x cos v — ;cos A)’ -+- (j'cos A — x cos m) s J r/9 s 
= [.r* -(-y 5 -f- z 1 — (xcosA -+- vcos^-t- z cos y) 1 j d9 ' , 

à cause de 

cos A’ -t- cos fjd -h cos r’ = I . 

Or il est facile de prouver que x cos A -H y cos u -h z cos » = o est léqua- 
tion d'un plan passant par l'origine des coordonnées, et perpendiculaire à la 
droite qui fait les angles A, u, » avec les axes des x, y, s; donc le petit, esjmce 

une démonstration géométrique très-simple. Euler avait aussi traité la question analytiquement. 
f orez 1 rs Mémoires de ï Académie de Berlin pour 1750. Vingt-cinq ans plus tard, Euler reprend ce 
théorème dans les Commentaires de Saint-Pétersbourg pour 1775, et, après en avoir donne une 
démonstration géométrique qui s'applique aux mouvements finis, il avoue que la preuve analytique 
exige des calculs si prolixes , qu’il a renoncé à les exécuter. Son Mémoire se termine ainsi : • Nemo 
» vero stupendum hune laborcm in se suscipere volet... quarnobrem egregia ista proprietas geometris 

* pulcherrimam occasionein praebere potest vires suas in ista proprietate penitus enudeanda exer- 

• cendi. » (Novi Commentant, t'j’jS', page 707.) Dans le tome V' du Journal de M. Liouville, 
page 4 o 6 , Oiinde Rodrigucs a donne , d’une manière très-élégante , cette démonstration désirée par 
Euler. (J. Bertrand. ) 
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décrit par un point quelconque de ce plan sera 

f/9 

et, comme 1 axe instantané de rotation est perpendiculaire à ce même plan, 
il s'ensuit que f/9 sera l’angle de la rotation autour de cet axe, composée des 
trois rotations partielles d-J, do, do autour des trois axes des coordonnées. 

!-• H suit de là que des rotations quelconques instantanées d-J., do, do, 
autour de trois axes qui se coupent à angles droits dans un même point, se 
composent en une seule, f/9 — \/d4* -t- do* -4- do 1 , autour d’un axe passant 
par le même point d'intersection, et faisant avec ceux-là des angles A, u, v, 
tels que 

. d'h dtù dq 

cosA = 5 - s , cos,«=^, cosf=^; 

et, réciproquement, qu’une rotation quelconque f/9 autour d’un axe donné, 
peut se décomposer en trois rotations partielles exprimées par cosAf/9, 
cos ttf/9, cos vdQ autour de trois axes qui se coupent perpendiculairement 
dans un point de l'axe donné, et qui fassent avec cet axe les angles A, u, v ; 
ce qui fournit un moyen bien simple de composer et de décomposer les 
mouvements instantané^ ou les vitesses de rotation. 

Ainsi, si l’on prend trois autres axes rectangulaires entre eux, qui fassent 
avec l'axe de la rotation d^ les angles A', A", A w ; avec l’axe de la rotation do 
les angle» u', /jl " , «*, et avec l’axe de la rotation do les angles /, v ", v”; la 
rotation f/4 pourra se résoudre en trois rotations, cos A'f/ 4 , cos A'V/4 , cos h'”d-l 
autour de ces nouveaux axes ; la rotation do se résoudra de même en trois 
rotations, cos u do, cos u do, cos ul" do, et la rotation do en trois rotations, 
cos/f/ip, cos /V/ 0 , cos y* do autour des mêmes axes. De sorte qu’en ajoutant 
ensemble les rotations autour d’un même axe, si l’on nomme f/9’, f/9", f/9’" 
les rotations totales autour des trois nouveaux axes, on aura 

f/9' = cosa' d 4 -I- cos n' do ■+■ cos/ do, 
f/9" = cos A" </-| -+- cos fx” do ■+■ cos r" do, 
dd m = cos A™ f/4 -t- cos u," d o +■ cos f'” do~ 

13. I ,es rotations f/4, do, do sont donc réduites de cette manière à trois 
rotations </9', f/9", f/9'", autour de trois autres axes rectangulaires, lesquelles 
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doivent par conséquent donner, par la composition, la même rotation r/9 
qui résulte des rotations, r/4» dm, dtp de sorte qu’on aura (art. I!) 

r/9’ = r/9’’ 4- r/9” -I- r/9 w ’ = d 4’ 4 - du , ’ 4 - r/p’ ; 

et, comme cette deniière équation doit être identique, il s'ensuit qu’on aura 
ees relations : 

cos A” H- cos A"’ 4 - cos A"” = i , 
cos u’’ -f- cos tu" 2 4 - cosm’"’ = i , 

COS y'* 4- COS y” 4 - cos y"” = i ; 
cos A’ cos u ' 4- cos A ff cos <*" 4- cos A w cos u !" = o, 
cos A' cosy' 4- cos A" cos y " 4 - cos A m cos y” = o, 
cos U cos y' 4- COS 4 "cos y" 4 - cos cos y"' 4 = O, 
qu’on peut aussi trouver par la Géométrie. 

Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de r/4, du> t dtp en 
r/9\ r/9", r/9", en ajoutant ensemble les valeurs de r/9', c/9", r/9”, multipliées 
successivement par cos a', cos a", cos a", cos u , cosm", etc. ; on trouvera de 
cette manière: 

r/4 — cos A' r/9' 4- cos A" r/9" 4- cos A w r/9 w , 
r/<M = cos .«'r/9' 4- cos u"r/9" 4 - cos /«"'r/9"’, 
r/<p = cos y'r/9' 4- cos y"r/9" 4 - cos y'"r/9". 

t4. Si l’on nomme, de plus, t', tt", -tt " les angles que l’axe de la rotation 
composée r/9 fait avec les axes des trois rotations partielles </9', r/9", r/9'", on 
aura, comme dans l’art. H, 

r/9'= cos7r'r/9, r/9 "= cos t"c/9, r/9 w = cos t* r/9; 

et si, dans les expressions données ci-dessus (art. 12) de r/9', r/9", r/9”', 
on met pour r/ 4 , «ta, r/<p leurs valeurs en r/9 de l'art. Il, cos At/9, cos «r/9, 
cos y r/9, la comparaison de ces différentes expressions de r/9', r/9", r/9"’ don- 
nera, en divisant par r/9, ces nouvelles relations : 

COS 7 T = COS A COS A' 4- COS ,« COS fJL 4 - cos y cos y', 
ços tt" = cos A cos A" 4- cos « cos u" 4 - cos y cosy', 
cos 7 rf — cos A COS a"* 4- COS /u COS «’ 4 - COS y cos y"”, 

qu’on peut aussi vérifier par la Géométrie. 


V 
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la. On voit par là que ees compositions et décompositions des mouve- 
ments de rotation sont entièrement analogues à celles des mouvements 
rectilignes. 

tën effet, si sur les trois axes des rotations <74, dm, «/< p, on prend, depuis 
leur point d’intersection, des lignes proportionnelles respectivement à d-J . , 
dm, dtp, et que l’on construise sur ces trois lignes un parallelipipède rec- 
tangle, il est facile de voir que la diagonale de ce parallélipipcde sera l'axe de 
la rotation composée dB, et sera en même temps proportionnelle à cette rota- 
tion <79. De là, et de ce que les rotations autour d'un même axe s' Ajoutant ou 
se retranchent suivant qu’elles sont dans le même sens ou dates «les sens 
opposés, comme les mouvements qui ont la même direction ou des directions 
opposées, on doit conclure en général que la composition et la décompo- 
sition des mouvements de rotation se fait de la même manière et suit les 
mêmes lois que la composition ou décomposition des mouvements rectilignes, 
en substituant aux mouvements de rotation des mouvements rectilignes, 
suivant la direction des axes de rotation. 

16. Maintenant, si dans la formule de l'art. 9, 

-+- M dm -+— 

laquelle contient les termes dus aux rotations d-\, dm, dtp, dans la formule 
générale P dp -t- Vdp' -t- P "dp " 4- . . . , on substitue pour d^, dm, dp. les 
expressions trouvées dans l’art. 15, elle devient 

( L cos a’ -t- M cos u' 4- A cos / ) dB' 

4- (I, cos A ff M cos u" -t- N eos »") i IB’ 

-4- (L cos A w 4- M cos u m -f- N cos v m )dBT. 

Donc, par l'art. 7, les coefficients des angles élémentaires dB' , dB", dQf" 
exprimeront les sommes des moments relatifs aux axes des rotations dB', 
dB", dB"' . Ainsi, des moments égaux à L, M, N, et relatifs à trois axes rec- 
tangulaires, donnent les moments 

L cos a' -i- M cos u H- N cos 
L cos a" 4- M cos u" 4- N cos v", 

L cos A w 4- M cos u" 4 - N cos v'", 
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relatifs a trois autres axes rectangulaires qui font respectivement avec ceux-là 

i I ,/ / r . .rr n tt .tn mm 

les angles A , u , * ; A , /« , » ; A , ,u , * . 

On trouve une démonstration géométrique de ce théorème dans le 
tome Vil des Nova Acta de l’Académie de Pétersbourg (*). 

17. Si l’on suppose les rotations r/-^, r ^< </<p proportionnelles à L, M, A, 
et qu’on fasse 

.H = ^L'-PM' + N‘, 

on aura, [>ar l’art. Il, 

L = HcosA, M = Hcos*i, N=Hcosr, 

et les trois moments qu’on vient de trouver se réduiront, par les relations 
de l’art. 14, à cette forme simple, 

Hcos7r', Hcos7r", Hcos-Jr". 

Or 7 r' , 7r" , 7r m sont les angles que les axes des rotations r/0', r/9", r/0™ font 
avec l’axe de la rotation composée r/0. Donc si l’on (ait coïncider l’axe de 
la rotation r/0’ avec l’axe de la rotation r/0, on a tr' = o, et tt" , ■n'" chacun 
égal à un angle droit; par conséquent, le moment autour de cet axe sera sim- 
plement H, et les deux autres moments autour des axes per[>endiculaires à 
celui-ci deviendront nuis. 

D’où l’on conclut que des moments égaux à L, M, N, et relatifs à 
trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique H égal à 
y/L’-t- JVP-f- N’, et relatif à un axe qui fait avec ceux-là les angles A, u, v, 
tels que 

L M N 

cos A = COS M = cos r = JJ • 

Ce sont les théorèmes connus sur la composition des moments ; et il est 
évident que cette composition suit aussi les mêmes règles que celle des mou- ’ 
vements rectilignes. On aurait pu la déduire immédiatement de la compo- 
sition des rotations instantanées, en substituant les moments aux rotations 


( # ) Cette démonstration est d'Euler. (/. Bertrand.) 
Méc. anal. I. 
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qu’ils produisent, comme Varignon a substitué les forces aux mouvements 
rectilignes (*). 


§ IV. — Propriétés de /' équilibre, relatives au centre de gravité. 


18. Si, dans les foi-mules de l’art. 9, on suppose que toutes les forces 
P, P', P", etc., agissent dans des directions parallèles entre elles, on aura 



par conséquent, si l’on fait, pour abréger, 

\ = Pa'+PV+PV+..., 
Y = i» r + i>y+py + ..., 
Z = P z-h P'z'-I- P";' H- 


les quantités I., M, N deviendront 


L= Ycos> — ZcosjS, 

M = Z cos a — X cos y , 

N = X cos fi — Y cos a, 

et les équations de l’équilibre seront L = o, M = o, N = o, dont la troi- 
sième est ici une suite des deux premières. Mais, comme on a d’ailleurs 
l’équation cos « J cos jî 1 -I- cos y % = I (sect. II, art. 7), on pourra déter- 
miner par ces équations les angles a, J3, y, et l’on trouvera 


^X* -i- Y’ -»- Z* 

cos fi — — - — ^ i 

1 tfX’ + r+Z’ 




(*) Cette assimilation n’est pas permise. Une force qui agit sur un corps solide mobile autour d’un 
•ne donné, produit une rotation proportionnelle à son moment; mais, pour deux axes differents , 
les moments d'inertie jouent un rôle, et l’on n’a pas le droit de substituer les moments aux rotations 
qu’il* produisent, l'oyez, à ce sujet, un Mémoire de M. Poiusot, Mémoires tir l’Institut, tome VII , 
page >t>4- (/. Bertrand,) 
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Donc la position des corps étant donnée par rapport à trois axes, il faudra, 
pour que tout mouvement de rotation du système soit détruit, que le sys- 
tème soit placé relativement à la direction des forces, de manière que cette 
direction fasse avec les mêmes axes les angles a, fi, y qu'on vient de déter- 
miner. 

19 . Si les quantités X, Y, Z étaient nulles, les angles a, fi, y demeure- 
raient indéterminés, et la position du système, relativement à la direction des 
forces, pourrait être quelconque ; d'où résulte ce théorème : Si fa somme 
îles produits des forces parallèles, peu • leurs distances à trois plans perpen- 
diculaires entre cii.r, est nulle par rapport à chacun de ces trois plans, l'effet 
des forces pour faire tourner le système autour du point commun d’inter- 
section des mêmes plans se trouvera détruit. 

On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement à la masse ; 
ainsi, dans un système de corps pesants, si l’on cherche un point tel, que la 
somme des masses multipliées par leurs distances à un plan passant par ce 
point, soit nulle relativement à trois plans perpendiculaires, ce point aura la 
propriété que la gravité ne pourra imprimer au système aucun mouvement 
de rotation autour du même point. C’est ce point qu'on appelle centre de 
gravité, et qui est d’un usage si étendu dans toute la Mécanique. 

Pour le déterminer, il n’y a qu'à chercher sa distance à trois plans per- 
pendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits des masses par 
leurs distances à un plan [tassant par le centre de gravité est nulle, la somme 
des produits des mêmes masses par leurs distances à un autre plan parallèle à 
celui-ci sera nécessairement égale au produit de toutes les masses par la dis- 
tance du centre de gravité au même plan ; de sorte qu'on aura cette distance 
en divisant la somme des produits des masses et de leurs distances par la 
somme même des masses; et de là résultent les formules connues [tour les 
centres de gravité des lignes, des surfaces et des solides. 

20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins connue, 
et qui peut être utile dans quelques occasions, parce qu’elle est indépendante 
de la considération étrangère des plans auxquels on rapporte les différents 
corps du système, et qu elle sert à déterminer leur centre de gravité par la 
simple position respective des corps. Voici en quoi elle consiste. 

8 . 
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Soit A la somme des produits des musses prises deux à deux, et multi- 
pliées de plus par le carré de leur distance respective, cette somme étant en 
même temps divisée par le carré de la somme des masses. 

Soit B la somme des produits de chaque niasse par le carré de sa distance 
à un point quelconque donné, cette somme étant divisée par la somme des 
masses. 

On aura i/B — À pour la distance du centre de gravité de toutes les masses 
au point donné. Ainsi, comme la quantité A est indépendante de ce point, si 
l'on détermine les valeurs de B par rapport à trois points différents pris dans 
le système ou hors du système, à volonté, on aura les distances du centre de 
gravité à ces trois points, et, par conséquent, sa position par rapport à ces 
points. Si les corps étaient tous dans le même plan, il suffirait de considérer 
deux points, et il n’en faudrait qu’un seul si tous les corps étaient sur une 
ligne droite donnée. 

En prenant les points donnés dans les corps mêmes du système, la position 
de son centre de gravité sera donnée uniquement par les masses et par leurs 
distances respectives. C’est en quoi consiste le principal avantage de cette 
manière de déterminer le centre de gravité. 

Pour la démontrer, je reprends les expressions de X, Y, Z de l’art. 18, 
et prenant de plus trois quantités arbitraires f, g , h, je forme ces trois équa- 
tions identiques, faciles à vérifier: 

fX-(P + P'-|-P"-t-...)/J’ 

= (P -h P' -f- P" -t- . . .) [ P (x — /)* + P'(x'— /)*•+- P* (x*— /)*•+■ ... | 

— PP'(x — x')’ — PP ff (x — x*’)* — P'P'V— x')’ — 

[Y — (P-t-P'+P'+ ...)£]’ 

= (P + P' + p» + „.)[P (7 -^ + P' [r '_ f) > + P' ( /_j)‘ + ...| 

— pp' (r -y ') 1 - pp" (y -y")' - p'p" (. r'-.r") - . . . , 

[Z — (P -H p'-t- P' -h . . -)A]* 

= (P + P' + P'+...)[P(I-A)* + P'(ï'- hy -+- P" (z" — A)* -+-... j 

— pp'(s — z’y— pp" (s — z"y — p'p"( Z '— s*)* — .... 

Les quantités P, P', P 7 , etc., représentent les poids ou les masses des 
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corps qui leur sont proportionnelles, et les quantités .r, j, s, 
x" y etc. , sont les coordonnées rectangles de ees corps. Or nous avons vu 
(art. 19) que lorsque l’origine des coordonnées est dans le centre de gra- 
vité, les trois quantités X, Y, Z sont milles. Si donc on fait dans les trois 
équations précédentes X = o, Y = o, Z = o, qu’on les ajoute ensemble, et 
qu’on suppose, pour abréger, 

f'-hg'-h h’=r\ 

(x -/)’+(/ -*)•+(* — A)* = (o)’, 

(*' -/)* ■+■ ( / - bY -+- (*' - h Y «(*)’. 

(**-fY - «- (f-gY+ (*'-*)' = (a)*, 


(X - *')■ H- (r -y'Y -»-(*- *')* = (o.i)’. 
(x -X — s')’=(o,a)*, 

(x'-V)’-f- (/-/?+ (*'- *v= («.»)% 


on aura, après avoir divisé par (P -+- P'-t- P" -t- . . .)*, 


— P"-+- . . . 


PP'(o,l) , + PP'(o, î )>+P'P , (l,j)' + ... 
(P + P'H- P"-*- • • .)* 


Si l’on prend maintenant les trois quantités /, g, h pour les coordonnées 
rectangles d’un point donné, il est visible que r sera la distance de ce point 
au centre de gravité qui est supposé dans l’origine des coordonné»», «pie 
(o), (i), (a), etc., seront les distances des poids P, P', P", etc., à ce même 
point, et que (o, 1 ), (o,a), ( i ,a), etc. , seront les distances entre les corps ou 
poids Pet P', P et P", P' et P", etc. Donc l’équation ci-dessus deviendra 

r*z=B — A, 

d’où l’on tire 

r = y^B - A). 


V. — Propriétés de l’équilibre , relatives aux inaxirna et minima. 

21. Nous allons considérer maintenant les maxirna et minitna qui peu- 
vent avoir lieu dans l’équilibre; et, pour cela, nous reprendrons la formule 



* \ 

<>2 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

. générale 

P dp -f- Qr/f/ -+- R rf/- -t- . . . = o 

• • i 

de l’équilibre entre les forces P, Q, H, etc., dirigées suivant les lignes p, «y, • 
r, etc., qui aboutissent aux centres de ces forces (sect. Il, art. 4). 

On peut supposer (*) que ces forces soient exprimées de manière que la 
quantité P dp -f-.Q dq Rrfr •+•... soit une différentielle exacte d'une fonc- 
tion de p , </, r, etc., laquelle soit représentée par II, en sorte que l'on ait 

d n = P dp -+- ()dq -+- Kdr -j- .... 


Alors on aura pour l’équilibre cette équation d II = o, laquelle fait voir que 
le système doit être disposé de manière que la fonction lt y soit, généralement 
parlant, un maximum ou un minimum. 

.le dis généralement parlant; car on sait que l'égalité d'une différentielle 
à zéro n’indique pas toujours un maximum ou un miniptum, comme on le 
voit par la théorie des courbes. 

La supposition précédente a lieu, en général, lorsque les forces P, Q, 
R, etc., tendent réellement ou à des points fixes, ou à des corps du même 
système, et sont proportionnelles à des fonctions quelconques des distances; 
oe qui est proprement le cas de la nature. 

Ainsi, dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre lorsque 
la fonction II sera un maxinu/m ou un minimum; c’est en quoi consiste le 
principe que Maupertuis avait proposé sous le nom de loi de repos. 

Dans un système de corps pesants en équilibre, les forces P, Q, R, etc., 
provenant de la gravité, sont, comme l'on sait, proportionnelles aux masses 
des corps, et, par conséquent, constantes ; et les distances p, q, r, etc. , con- 
courent au centre de la terre. On aura donc, dans ce cas, 


n = P p Q<7 -t- R r 


par conséquent, puisque les lignes p, q, r, etc., sont censées parallèles, la 
quantité p-p - Q — ,-- R — exprimera la distance du centre de gravité de tout 


(*) l.agrani'e ne veut pas «lire qu’il en soit toujours ainsi; il prévient seulement que les dévelop- 
pements qui suivent se rapportent au cas où cela a lieu. [ J. Bertrand. : 
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le système au centre de la terre; laquelle sera doue un minimum ou un 
maximum , lorsque le système sera en équilibre; elle sera, par exemple, un 
minimum dans le cas de la chaînette, et un maximum dans le cas de plusieurs 
globules qui se soutiendraient en forme de voûte. Ce principe est connu 
depuis longtemps. 

22. Si, maintenant, on considère le même système en mouvement, et 
que u , u", u m , etc., soient les vitesses, et m', m" , m 0 , etc. , les masses res- 
pectives des différents corps qui le composent, le principe si connu de la 
conservation des forces vives, dont nous donnerons une démonstration 
directe et générale dans la seconde partie, fournira cette équation 

m' u'* -t- m" u"* -4- m 0 u 0 * - 1- ... = const. — ail. 

Donc, puisque dans l'état d’équilibre la quantité II est un minimum ou 
un maximum, il s’ensuit que la quantité m’ u* - 1- m" u"* m m u " 1 -+- . . . , 

qui exprime la force vive de tout le système, sera en meme temps un maxi- 
mum ou minimum; ce qui donne cet autre principe de Statique, que de 
toutes les situations que prend successivement le système, celle où il a la plus 
grande ou la plus petite force vive, est aussi celle où il le faudrait placer 
d" abord pour qu’il restât en équilibre. Voyez les Mémoires de V Académie 
des Sciences de 1 748 et 1 749 (*). 

25. On vient de voir que la fonction II est un minimum ou un maxinUtm, 
lorsque la position du système est celle de l’équilibre; nous allons mainte- 
nant démontrer que si cette fonction est un minimum, l’équilibre aura de la 
stabilité; en sorte que le système étant dT abord supposé dans l’état d’équi- 
libre, et venant ensuite à être tant soit peu déplacé de cet état, il tendra 
de lui-même à s’y remettre, en faisant des oscillations infiniment petites : 
qu'au contraire, dans le cas où la même fonction sera un maximum, l'équi- 
libre n aura pas de stabilité, et qu’étant une fois troublé, le système pourra 
faire des oscillations qui ne seront pas très-petites, et qui pourront l’écarter 
de plus en plus de son premier état. 


(*) Ce principe y est énoncé, uns démonstration suffisante, par un géomètre peu connu, nomme 
de Courlivron. Lagrange le citait dans la première édition de son ouvrage; dans la seconde, il a fait 
disparaître son nom pour y substituer la date du Mémoire. (/. Bertrand.) 
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Pour démontrer cette proposition d’une manière générale, je considéré 
que, quelle que puisse être la forme du système, sa position, c’est-à-dire celle 
des différents corps qui le composent, sera toujours déterminée par un cer- 
tain nombre de variables, et que la quantité fl sera une fonction donnée de 
ces mêmes variables. Supposons que, dans la situation d’équilibre, les varia- 
bles dont il s'agit soient égales à a , b, c, etc., et que, dans une situation très- 
proche de celle-ci, elles soient a -f- .r, b-i-y, c -+- z, etc. , les quantités .c, v, 
s, etc., étant très-petites; substituant ces dernières valeurs dans la fonc- 
tion n, et réduisant en série, suivant les dimensions des quantités très-petites 
.r, y, z, etc., la fonction n (*) deviendra de cette forme : 

tl = A Bx ■+■ Cjr -(- I); — (— . . . 

-+- Fx’-(- Gxy-f- H)*-h Kxs -i- Lys-H Ms* -t- . . . . 

les quantités A, B, C, etc., étant données en a, b, c, etc. Mais, dans l'état 
d’équilibre, la valeur de d\\ doit être nulle, de quelque manière qu'on fasse 
varier la position du système; donc il faudra que la différentielle de n soit 
nulle en général, lorsque x, y, z, ete. , sont égales à zéro ; donc 

B = o, C = o, D = o 

On aura donc, pour une situation quelconque très-proche de celle de 
l’équilibre, cette expression de II : 

II = A Fx* -I- G.rr-f- Hy* -+- Kxz Lyz M z* , 

dans laquelle, tant que les variables x, y, z, etc., sont très-petites, il suffira 
de tenir compte des secondes dimensions de ces variables. 

24. Maintenant il est clair que, pour que la quantité n soit un minimum, 
lorsque x, y, z, etc., sont milles, il faut que la fonction 

Fx* Gxy -+- H y* -+- K xz Lyz M z* -+- . . . , 

que je nommerai X, soit constamment positive, quellesque soient les valeurs 
des variables .r, y, z, etc. 


(*) M. I^ejcune-Dirichlct a simplifie celle démonstration en la rendant plus rigoureuse. [Voyez Jour- 
nal de Crelle, tome XXXII, cl Journal de M. l,iou ville, tome XII, paye 474*) Nous reproduisons 
sa Noie à la lin du volume. [J. Bertrand. 
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Or cette fonction est réductible à la forme 


65 


en faisant 


X =/Ç’-t- gV -h hC-h. 


/= F, 


Ki 


S" — H — 


4 / 


Y 


/t GK 

» = r -h ( L r , 

* .. K’ L> 

« = M — — — —, 
4 ./ 4 (? 

ç=* + -.-, 


Donc, pour qu'elle soit toujours positive, il faudra que les coefficients y, 
g, h, etc. , soient positifs ; et l’on voit en même temps que, si ces coefficients 
sont positifs, la valeur de X sera nécessairement positive, puisque les quan- 
tités £, w, Ç, etc., sont réelles lorsque les variables .r, r, z, etc., le sont. 

Si, au contraire, la quantité n devait être un maximum lorsque x,y, 
z, etc., sont nuis, il faudrait que la fonction X fût constamment négative, 
et, par conséquent, que les coefficients j \ g, h, etc., fussent négatifs; et, 
réciproquement, si ces coefficients sont négatifs, il s’ensuivra que la valeur 
de X sera nécessairement négative. 

25. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimensions des 
quantités très-petites x, y , z, etc., 

n = A -(-/£’ -+- g»' -l- -I- • • • , 

et l'équation de la conservation des forces vives (art. 22) deviendra 
M'a' 1 -t- M "u"' -I- Wu”’ > -4- ... = const. — 2 A— a i f? — ign' — ihÇ .... 

Or, dans l’état d’équilibre, on a (hyp. ), 

.r = o, y = o, z=o,...; 

donc aussi 

Ç=o, *=o, Ç = o, etc. (art. 19 ) ; 

Met. anal . I. 9 
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donc, si l’on suppose qu’on dérange le système de cet état, en imprimant aux 
corps M', M", M'”, etc., les vitesses très-petites V', V", Y etc., il faudra 
que l’on ait w' = V', u" = V", //'"= V m , etc., lorsque Ç — o, » = o. 
'Q = o, etc. On aura donc 

M' V'* -4- M'V'* -+- M" V"* 4 - ... = eonst. — a A ; 

ce qui servira à déterminer la constante arbitraire. 

Ainsi, l’équation precedente deviendra 

M M "'«'*■+- M *’«"'* -I- . . . = M'V'* -f- ji»v"’*-(- + . . . 

— a/5*— ag-* 3 — 2 AÇ\ .... 

d’où il est aisé de tirer ces deux conclusions : 

i°. Que, dans le cas du minimum de n, dans lequel les coefficients /, g, 
A, etc., sont tous positifs, la quantité toujours positive 

•i/Z 3 -+- a g ” 1 -t- a A £ 3 -+- . . . 

devra nécessairement être moindre, ou du moins ne pourra pas être plus 
grande que la quantité donnée M'V'* M * V -f- M*V W * -h ..., qui est 
elle-même très-petite; par conséquent, si l’on nomme cette quantité T, on 
aura, pour chacune 3es variables Ç, m, K, etc., ces limites 



entre lesquelles elles seront nécessairement renfermées; d’où il suit que, 
dans ce cas, le système ne pourra que s’écarter tris-peu de son état d’équi- 
libre, et ne pourra faire que des oscillations très-petites et d'une étendue 
déterminée. 

a". Que dans le cas du maximum de 11, dans lequel les coefficients / g, 
A, etc., sont tous négatifs, la quantité toujours positive 

— a ./2 * — 2 g»* — 2 A £ 3 . . . 

pourra croître à l’infini, et qu’ainsi le système pourra s’écarter de plus en 
plus de son état d’équilibre. Du moins l’équation ci-dessus fait voir que, 
dans ce cas, rien n’empêche que les variables i-, », £, etc., n’aillent toujours 
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en augmentant, niais il ne s’ensuit pas encore qu’elles doivent, en effet, aller 
en augmentant; nous démontrerons cette dernière proposition dans la 
sixième section de la Dynamique. 

Si tous les coefficients J', g, h, etc., étaient nuis, on sait, par les méthodes 
de maximis et minimis, qu’il faudrait pour l’existence d’un minimum ou 
d'un maximum, que les termes fie trois dimensions disparussent, et que ceux 
<le quatre dimensions fussent constamment positifs on négatifs; et e’est aussi 
de cette manière qu’on pourra juger de la stabilité de l’équilibre donné par 
l’évanouissement des termes de la première dimension, lorsque ceux de deux 
dimensions s’évanouissent en même temps. 

'20. Au reste, ces propriétés des maxima et minima, qui ont lieu dans 
l’équilibre d’un système quelconque de forces, ne sont qu’une conséquence 
immédiate de la démonstration que nous avons donnée du principe fies 
vitesses virtuelles à la fin de la première section. 

En effet, soit p la distance entre les deux premières moufles, l’une fixe, 
l’autre mobile, jointes par P cordons qui produisent une force proportion- 
nelle à P, et qu’on peut représenter simplement par P, en prenant le poids 
«pii tend la corde pour l’unité; soit «le même <] la distance entre les deux 
moufles qui produisent la force Q, r la distance entre les moufles qui pro- 
duisent la force H, etc. Il est évident que P p sera la longueur de la por- 
tion de la corde qui embrasse les deux premières moufles; pareillement, 
Qij, Rr, etc. , seront les longueurs des portions de la corde qui embrasse les 
autres moufles, de sorte que la longueur totale de la corde embrassée par 
les moufles fixes et mobiles sera P p -t- Q q + Rr 4 - .... 

Ajoutons à cette longueur celle des différentes portions de la corde qui 
se trouveront entre des poulies fixes pour faire les renvois nécessaires au 
changement de direction, et que nous désignerons par a ; ajoutons-y encore 
la portion de la corde qui se trouvera entre la dernière poulie de renvoi et 
le poids attaché à l’extrémité de la corde, et que nous désignerons par u ; 
enfin soit l la longueur totale de la corde, dont la première extrémité est 
fixement attachée à un point immobile dans l’espace, et dont l autre extré- 
mité porte le poids; on aura évidemment l’équation 

/ — Vp -j- Qtj -f- 11/ ... -h « -h u, 

f>- 
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d'où l’on tire 
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u = l — a — P/a — Q <7 — Rr — .... 

Or, en supposant les forces P, Q, R, etc., constantes, c’est-à-dire indépen- 
dantes de p y q, r, etc., ce qui est toujours permis dans l’équilibre où l’on ne 
considère que des déplacements infiniment petits, il est visible (*) que la quan- 
tité P/v Qq -+- Rr -+- ... sera la même que nous avons désignée par U 
dans l'art. 21 ; ainsi on aura, en général, 

u — l — a — Tl , 

où i et a sont des quantités constantes. 

27. Maintenant il est clair que, comme le poids tend à descendre le plus 
qu’il est possible, l’équilibre n’aura lieu, en général, que lorsque la valeur 
de u, qui exprime la descente du poids depuis la poulie fixe, sera un maxi- 
mum, et que, par conséquent, celle de 11 sera un minimum; et l'on voit en 
même temps que, dans ce cas, l’équilibre sera stable, parce qu’uu petit chan- 
gement quelconque dans la position du système ne pourra que faire remonter 
le poids, lequel tendra à redesrendre et à remettre le système dans l’état 
d'equilibre. 

Mais nous avons vu que pour l’équilibre, il suffit que l'on ait d 11 — o, 
et, par conséquent, du = o, ce qui a lieu aussi lorsque la valeur de u est un 
minimum, auquel cas le poids, au lieu d'être le plus bas, sera, au contraire, 
le plus haut. Dans ce cas, il est visible qu’un petit changement dans la posi- 
tion du système ne pourra que faire descendre le poids, qui alors ne tendra 
plus à remonter, mais à descendre davantage, et à éloigner de plus en plus 
le système du premier état d’équilibre ; d’où il suit que cet équilibre n’aura 
point de stabilité, et qu’étant une fois troublé, il ne tendra pas à se rétablir. 

(*) Cette substitution de forces constantes à des forces variables changerait, au contraire, com- 
plètement la nature de U fonction II. Si Ton considère, par exemple, une attraction inversement 

proportionnelle à la distance et égale à on aura J P dp rr J* ^dp = p log/*; en remplaçant , au 

contraire, P par une constante, on aurait pour intégrale P />, ce qui diffère beaucoup du résultat 
precedent. On peut dire seulement que, pour la valeur des variables qui correspond à l'équilibre, 
les deux fonctions, quoique très-differentes , ont la meme variation. (/. Bertrand.) 
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QUATRIÈME SECTION. 

MANIÈRE PLUS SIMPLE ET PLUS GÉNÉRALE DE FAIRE USAGE DE LA FORMULE 
DK L’ÉQUILIBRE, DONNÉE DANS LA DEUXIEME SECTION- 

I . Ceux qui jusqu'à présent ont écrit sur le principe des vitesses vir- 
tuelles, se sont plutôt attachés à prouver la vérité de ce principe par la con- 
formité de ses résultats avec ceux des principes ordinaires de la Statique, 
qu’à montrer l’usage qu’on en peut faire pour résoudre directement les pro- 
blèmes de cette science. Nous nous sommes proposé de remplir ce dernier 
objet avec toute la généralité dont il est susceptible, et de déduire du prin- 
cipe dont il s’agit, des formules analytiques qui renferment la solution de tous 
les problèmes sur l’équilibre des corps, à peu près de la même manière que 
les formules des sous-tangentes, des rayons oscillateurs, etc., renferment la 
détermination de ces lignes dans toutes les courbes. 

I ,a méthode exposée dans la deuxième section peut être employée dans 
tous les cas, et ne demande, comme on l’a vu, que des opérations purement 
analytiques; mais comme l'élimination immédiate des variables ou de leurs 
différences, par le moyen des équations de condition, peut conduire à des 
calculs trop compliqués, nous allons présenter la même méthode sous une 
forme plus simple, en réduisant en quelque manière tous les cas à celui d’un 
système entièrement libre. 

§1. — Méthode des multiplicateurs . 

*2. Soient L = o, M = o, N = o, etc., les différentes équations de con- 
dition données par la nature du système, les quantités L, M, N, etc., étant 
des fonctions finies des variables v, y, z, x' , y', z', etc. ; en dilférentiant ces 
équations, on aura celles-ci : 

dl, = o, rfM = o, d N = o, ..., 

lesquelles donneront la relation qui doit avoir lieu entre les différentielles 
des mêmes variables. En général, nous représenterons par 

d\. — o, d M = o, r/N = o,..., 

les équations de condition entre ces différentielles, soit que ces équations 
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soient elles-mêmes des différences exactes ou non, pourvu que les différen- 
tielles n’y soient que linéaires. 

Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu’à éliminer nu 
pareil nombre de différentielles dans la formule générale de l'équilibre, après 
quoi les coefficients des différentielles restantes doivent être égalés chacun à 
zéro, il n'est pas difficile de prouver, par la théorie de l'élimination des 
équations linéaires, qu’on aura les mêmes résultats si on ajoute simplement 
à la formule dont il s'agit les différentes équations de eondition 

dit = o, rf!M = o, </N = o,. . . , 

multipliées chacune par un coefficient indéterminé; qu'ensuite on égale à 
zéro la somme de tous les termes qui se trouvent multipliés par une même 
différentielle, ce qui donnera autant d'équations particulières qu’il y a de 
différentielles; qu’enfin on élimine de ces dernières équations les coefficients 
indéterminés par lesquels on a multiplié les équations de condition. 

.■>. De là résulte donc cette règle extrêmement simple pour trouver les 
conditions de l'équilibre d'un système quelconque proposé. 

On prendra la somme des moments de toutes les. puissances qui doivent 
être en équilibre (sect. II, art. îi), et l’on y ajoutera les différentes fonctions 
différentielles qui doivent être nnlles par les conditions du problème, 
après avoir multiplié chacune de ces fonctions par un coefficient indéter- 
miné; on égalera le tout à zéro, et l'on aura ainsi une équation différen- 
tielle qu’on traitera comme une équation ordinaire de maximis et minimis, 
et d’où l’on tirera autant d'équations particulières finies qu’il y aura de 
variables. Ces équations étant ensuite débarrassées, par l'élimination, des 
coefficients indéterminés, donneront toutes les conditions nécessaires pour 
l'équilibre. 

L’équation différentielle dont il s’agit sera donc de cette forme, 

I * dp — t— (j dq + H dr -+■ . . . ■+• Ai/I, ■+* /xd M —I— v dN - 4 - . . . " o, 

dans laquelle A, u, v, etc., sont des quantités indéterminées; nous la 110m- 
merçns dans la suite équation générale de l'équilibre. 

Cette équation donnera, relativement à chaque coordonnée, telle que a-, 
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de chacun des corps du système, une équation de la forme suivante : 


tix fl r dx 


, fi L d M • 

■ + A ^ M 777 + V ’Æ 


o ; 


7 < 


en sorte que le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes les 
coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particulières de 
l'équilibre. 

•t. Toute la difficulté consistera donc à éliminer de ces dernières équa- 
tions les indéterminées A, u, », etc.; or c'est ce qu'on pourra toujours exé- 
cuter par les moyens connus, mais il conviendra, dans chaque cas, de choisir 
ceux qui pourront conduire aux résultats les plus simples. Les équations 
finales renfermeront toutes les conditions nécessaires pour l'équilibre pro- 
posé, et comme le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes les 
coordonnées des corps du système, moins celui des indéterminées A, «, », etc. . 
qu’il a fallu éliminer, que d’ailleurs ces mêmes indéterminées sont en même 
nombre que les équations de condition finies L = o, M = o, N = o, etc. , 
il s’ensuit que les équations dont il s’agit, jointes à ces dernières, seront 
toujours en même nombre que les coordonnées de tous les corps-; par con- 
séquent, elles suffiront pour déterminer ces coordonnées, et faire connaître 
la position que chaque corps doit prendre pour être en équilibre. 

5. Je remarque maintenant que les termes Ac/L, ,ttc/M, etc. , de l'équation 
générale de l’équilibre peuvent être aussi regardés comme représentant les 
moments de différentes forces appliquées au même système. 

En effet, supposant dh une fonction différentielle des variables .r’, y' , z , 
x" ,y" , etc., qui servent de coordonnées à différents corps du système, cette 
fonction sera composée de différentes parties que je désignerai par c/F/, 
dV , etc., en sorte que d L = dh' -+- d L" . . .; dU ne renfermant que les 
termes affectés de dx ' , dy', dz'; d L* ne renfermant que ceux qui contiennent 
dx", dy", dz", et ainsi de suite. 

De cette manière, le terme Ac/L de l’équation générale sera composé des 
termes Ac/L', Ac/L*, etc. Or, si l’on donne au terme Ac/L' la forme suivante : 
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7 » 

il est clair, par ce qu'on a dit dans l'art. 8, sect. II, que cette quantité 
peut représenter le moment d’une force 

. V(£)v($v(£y. 

appliquée au corps dont les coordonnées sont x', y', z', et dirigée perpendi- 
culairement à la surface qui aura pour équation dU = o, en n’y regardant 
que .r', y', z' comme variables. De même, le terme Xd\." pourra repré- 
senter le moment d’une force 


//VL" y 



(*■) 

If) + 

(a? r ) ’ 


appliquée au corps qui a pour coordonnées x", y", z *, et dirigée perpen- 
diculairement à la surface courbe, dont l’équation sera d I/= o, en n’v 
regardant que X*, y", z" comme variables, et ainsi de suite. 

Donc, en général, le terme Arf L sera équivalent à l’effet de différentes 
forces exprimées par 




rfJYTy 

73 L y 

1 d\. Y 

(a?) + 

(f) + 1 



et appliquées respectivement aux corps qui réjiondent aux coordonnées 
x’,y', z', .r", y” , z ", etc., suivant des directions perpendiculaires aux dif- 
férentes surfaces courbes représentées par l’équation d L = o, en y faisant 
varier premièrement x' , y' , z' , ensuite x" , y", z" , et ainsi du reste. 

(J. En général, on pourra regarder le terme A«/L comme le moment d’une 
force (*) A tendante à faire varier la valeur de la fonction L, et comme 
dh — d\! -t- rllf -t- .... le terme Arfl, exprimera les moments de plusieurs 
forces égales à A, et tendantes à faire varier la fonction L, en ayant égard 
séparément à la variabilité des différentes coordonnées ,r , y', z', x", y ", 
z" , etc. Il en sera de même des termes /udM, ve/N, etc. (section II, 
art. 9). 

Comme dans l’équation générale de l’équilibre (art. 3), les forces P, Q, 
H, etc., sont supposées dirigées vers des centres auxquels aboutissent les 


(•) Voye %, àco sujet, la note de l’art. 9, aect. II. (/. Bertrand. ) 
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lignes f>, cj, r, etc., et, par conséquent, tendantes à diminuer ces lignes, il 
faudra également regarder les forces A, u, etc. % comme tendantes à diminuer 
les valeurs des fonctions L, M, etc. 

7. Il résulte de là que chaque équation de condition est équivalente à une 
ou plusieurs forces appliquées au système, suivant des directions données, 
ou, en général, tendantes à faire varier les valeurs de fonctions données (*) ; 
en sorte que l'état d'équilibre du système sera le même, soit qu’on emploie la 
considération de ces forces, ou qu’on ait égard aux équations de condition. 

Réciproquement , ces forces peuvent tenir lieu des équations de condi- 
tion résultantes de la nature du système donné; de manière qu’en employant 
ces forces, on pourra regarder les corps comme entièrement libres et sans 
aucune liaison. Et de là on voit la raison métaphysique, pourquoi l’intro- 
duction des termes A«/L -+- WM dans l’équation générale de l’équi- 

libre, fait qu’on peut ensuite traiter cette équation comme si tous les corps du 
système étaient entièrement libres : c’est en quoi consiste l’esprit de la méthode 
île eette section. 

A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des résistances 
que les corps devraient éprouver en vertu de leur liaison mutuelle, ou de la 
part des obstacles qui, par la nature «lu système, pourraient s’opposer à leur 
mouvement; ou plutôt ces forces 11 e sont «jue les forces mêmes de ces résis- 
tances, lesquelles «loivent être égales et directement opposées aux pressions 
exercées par les corps. Notre méthode donne, comme l’on voit, le moyen d<“ 
déterminer ces forces et ces résistances ; ce «pii n’est pas un des moindres 
avantages de cette méthode. 

8. Dans les cas où les forces P, Q, R, etc., ne sont pas en équilibre, et 
ou l’on demande de les réduire à des forces équivalentes dont les directions 
soient données, il suffira d’ajouter à la somme des moments des forces P, 
Qi R, etc., les moments résultant des équations de condition L = o. 


( ] Cette proposition importante a la même généralité que le principe des vitesses virtuelles, et 
elle est souvent d’une application plus commode. Lagrange y a etc conduit en suivant analytique- 
ment les conséquences de sa formule d’équilibre, mais M. Poinsot en a donné depuis une démonstration 
directe et fondée sur les principes élémentaires de la Statique. Voyez Journal de l’École Polytechnique , 
i3* cahier, tome VI. (/. Bertrand.) 

Aire, anal I. io 
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M = o, etc., et l’on aura la somme des moments des forces équivalentes 
aux forces P, Q, R, etc., et à faction que les corps exercent les uns sur les 
autres, en vertu de ces mêmes équations de condition. 

En employant ainsi toutes les équations de condition données par la nature • 
du système proposé, on pourra regarder comme indépendantes les coor- 
données de chaque corps du système, et l’on aura pour chacune de ces coor- 
données, telles que x, une quantité de la forme 


'■È-'.'ë 


If 


rfL , ,/M • 

+ u dï 


i tr 
dx 
r/N 
dx 


qui exprimera la force résultante suivant la direction dp la ligne x, laquelle 
devra être nulle dans le cas d’équilibre, comme on l’a vu dans l’art. 5 (*). 


JJ II. — Application de la me'rne méthode à la formule de l'équilibre de,s 
corps continus, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques. 

9. Jusqu’ici nous avons çonsidéré les corps comme des points, et nous 
avons vu comment on détermine les lois de l’équilibre de ces points, en 
quelque nombre qu’ils soient, et quelques forces qui agissent sur eux. Or un 
corps d’un volume et d’ime figure quelconque, n’étant que l’assemblage d’une 
infinité de parties ou points matériels, il s’ensuit qu’on peut déterminer aussi 
les lois de l’équilibre des corps de figure quelconque, par l’application des 
principes précédents. 

■ En effet, la manière ordinaire de résoudre les questions de Mécanique qui 
concernent les corps de masse finie, consiste à ne considérer d’abord qu'un 
certain nombre de points placés à des distances finies les uns des autres, et à 
chercher les lois de leur équilibre ou de leur mouvement; à étendre ensuite 
cette recherche à un nombre indéfini de points; enfin à supposer que le 
nombre des points devienne infini, et qu’en même temps leurs distances 
deviennent infiniment petites, et à faire aux formules trouvées pour un 


(*) Cette somme» calculée relativement aux points auxquels la résultante doit être appliquée,, 
fournira les composantes de cette résultante. H faudra, pour les autres points, l’égaler à zéro. On doit 
remarquer que le problème sera, en general, impossible ou indéterminé. {/. Bertrand . ) 
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nombre fini de points, les réductions et les modifications /|ue demande le 
passage du fini à l'infini. 

Ce procédé est, comme l’on voit, analogue aux méthodes géométriques 
et analytiques qui ont précédé le calcul infinitésimal ; et si ce calcul a l’avan- 
tage de faciliter et de simplifier d’une manière surprenante les solutions des 
questions qui ont rapport aux courbes, il ne le doit qu’à ce qu’il considère 
ces lignes en elles-mêmes, et comme courbes, sans avoir besoin de les regar- 
der, premièrement comme polygones, et ensuite comme courbes. 11 y aura 
donc, à peu près, le même avantage à traiter les problèmes de Mécanique 
dont il est question par des voies directes, et en considérant immédiatement 
les corps de masses finies comme des assemblages d'une infinité de points ou 
corpuscules animés chacun par des forces données. Or rien n’est plus facile 
que de modifier et simplifier par cette considération, la méthode générale 
que nous venons.de donner. 

10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que, dans l’appli- 
cation de cette méthode aux corps d’une masse finie, dont tous les points 
sont animés par des forces quelconques, il se présente naturellement deux 
sortes de différentielles qu'il faut bien distinguer. Les unes se rapportent aux 
différents points qui composent le corps; les autres sont indépendantes de 
la position mutuelle de ces points, et représentent seulement les espaces infi- 
niment petits que chaque point peut parcourir, en supposant que la situation 
du corps varie infiniment peu. Comme jusqu’ici nous n’avons eu que des 
différences de cette dernière espèce à considérer, nous les avons désignées 
par la caractéristique ordinaire rl\ mais puisque nous devons maintenant 
avoir égard aux'deux espèces de différences à la fois, et qu'il est, par con- 
séquent, nécessaire d’introduire une nouvelle caractéristique, il nous parait 
à propos d’employer l'ancienne caractéristique d pour désigner les diffé- 
rences de la première espèce qui sont analogues à celles que l ’on considère 
communément en Géométrie, et de dénoter les différences de la seconde 
espèce qui sont particulières à la matière que nous traitons par la caracté- 
ristique <T, employée dans le Calcul des variations, avec lequel celui dont 
il sjagit ici a une liaison intime et nécessaire. 

Nous nommerons même, par cette raison, variations les différences affec- 
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tées île S, et nous conserverons le nom tle différentielles à celles qui sont 
affectées tle d. Du reste, les mêmes formules qui donnent les différentielles 
ordinaires donneront aussi les variations, en substituant S à la place tle d: 

II. Je remarque ensuite qu'au lieu de considérer la niasse donnée comme 
un assemblage d'une infinité tle points contigus, il faudra, suivant l'esprit du 
calcul infinitésimal, la considérer plutôt comme composée d’éléments infini- 
ment petits, qui soient du même ordre de dimension que la masse entière; 
qu'ainsi, pour avoir les forces qui animent chacun de ces éléments, il faudra 
multiplier par ces mêmes éléments les forces P, Q, R, etc., qu'on suppose 
appliquées à chaque point de ces éléments, et qu'on regardera comme des 
forces 'accélératrices analogues à celles qui proviennent de l’action tle la 
gravité. 

Si donc on nomme m la masse totale et t/ni un de ses éléments quelconque, 
on aura Pt/m, Qdm, Rt/ni, etc., pour les forces qui tirent l’élément dm 
suivant les directions des lignes p, q, r, etc. Donc, multipliant respective- 
ment ces forces par les variations Sp, Sq, S r, etc , on aura leurs moments, 
dont la somme, pour chaque élément t/m, sera représentée par la formule 

(P Sp 4- QSq 4- RÆr 4- . . .)rfm; 

et, pour avoir la somme des moments de toutes les forces du système, il n’y 
aura qu'à prendre l’intégrale de cette formule par rapport à toute la masse 
donnée. 

Nous dénoterons ces intégrales totales, c’est-à-dire relatives à l'étendue 
de toute la masse,' par la caractéristique majuscule S, en conservant la carac- 
téristique ordinaire f pour désigner les intégrales partielles ou indéfinies. 

f2. On aura ainsi, pour la somme des moments de toutes les forces du 
système, la formule intégrale 

S {PSp 4- QSq 4- R Sr 4- . . .)rfm; 

et cette quantité devra être nulle, en général, dans l’état d'équilibre du 
système. 

Comme par la nature du système il y a nécessairement des. rapports 
donnés entre les différentes variations Sp, Sq, Sr, etc!, relatives à Chaque 
point de la masse, il faudra les réduire à un certain nombre de variations 
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indépendantes et indéterminées, et les termes multipliés par ces dernières 
variations, étant égalés à zéro, donneront les équations particulières de 
l'équilibre. Mais ces réductions pouvant être embarrassantes, il conviendra 
de les éviter par le moyen de la méthode-des multiplicateurs que nous venons 
île donner dans le paragraphe précédent 

13. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s’agit ici, nous suppo- 
serons que I» = o, M = o, etc., soient les équations de condition qui doi- 
vent avoir lieu par la nature du problème, par rapport à chaque point de 
la masse, et nous les nommerons équations de condition indéterminées. 

Les quantités L, M, etc.., seront ici des fonctions des coordonnées finies 
a 1 , y, : qui répondent à chaque point de la masse donnée, et de leurs diffé- 
rentielles d'un ordre quelconque. 

Ces équations étant différentiées suivant J, on aura celles-ci : JL == o, 
JM = o, etc. On multipliera les quantités SL, JM, etc., par des quantités 
indéterminées A, «, etc.; on en prendra l'intégrale totale qui sera, par con- 
séquent, représentée par la formule 

S(A<îL -+■ «JM -l- ...), 

et ajoutant cette intégrale à celle de l’article précédent, on aura l'équation 
générale de l’équilibre. 

On observera qu’il n’est pas nécessaire que JL, JM, etc., soient les 
variations exactes de fonctions de x,y, z, dx, dy, etc., mais qu’il suffit que 
JL = o, <5M = o, etc. , soient les équations de condition indéterminées entre 
les variations de x, y, z, dx, dy, etc. (art. 3). 

Mais il faut remarquer qu’outre les forces qui agissent, pn général, sur 
tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n'agissent que sur des 
points déterminés de cette masse, lesquels points sont ordinairement ceux 
(pii répondent aux extrémités de la masse donnée, c'est-à-dire au commen- 
cement et à la lin de l’intégrale désignée par S. 

De mente, il pourra y avoir des équations' de condition particulières à ces 
points, et que nous nommerons équations de condition déterminées, poul- 
ies distinguer de celles qui ont lieu, en général, dans toute l’étendue de la 
niasse; nous les représenterons par A = o, B = o, C = o, etc., o’u plutôt 
par JA = o, JB = o, <5C == o, etc. 
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Nous marquerons d'un trait, de deux, de trois, etc., toutes les quantités 
qqi se rapportent à des points déterminés de la masse, et en particulier nous 
marquerons d'un seul trait celles qui se rapportent au commencement de 
l’intégrale désignée par S, de deux traits celles qui se rapportent à la (in de 
cette intégrale, de trois ou davantage celles qui se rapportent à des points 
intermédiaires quelconques. 

Ainsi il faudra ajouter à l’intégrale 


la quantité 


S (Pi/; -4- QSq -+- R Jr . . . ) dm, 


P'2p’-hQ r Sq'-b R ’Sr'-y P7/)'+Q'^*+ R "Sr!+ 


et à l’intégrale 


S(*JL **4- u J M 4* . . . i , 


la quantité 

a J A -+- JB - 1 - yèC + .... 

De sorte que l’équation générale de l’équilibre sera de cette forme : 

S(Pf/H-Qiî + Rfr+ . . .)rfnw-S(*iL-t-A«m 
-+- VSp'-h Q 'Sq’+ R'Jr'-f- ... + P "Sp" + Q "Sq"-y R'Jr'-H ... 
4- «JA -I- jSJB - 4 - ■yJC 4- ... = o. 


1 L Comme les fonctions L, M, etc-, peuvent contenir non-seulement 
les variables finies ,r, y, s, mais encore leurs différentielles, les variations J L, 
JM, etc., donneront des termes multipliés par J.r, Sy, Sz, Si Le, Se/y , etc., 
et l’équation précédente, lorsqu’on y aura substitué les valeurs de ip. Se/, 
<5 r, etc., JL, JM, etc., en Sx, Sy, Sz, SeLv, Sdy, Se/z, etc., ainsi que celles 
de Sp ' , Sp ", etc., Sq', Sq",' e te., JA, JB, etc., en Sx', Sx ", etc., Sy', 
Sy , etc., Sdx' , etc., déduites des circonstances particulières de chaque 
problème, aura toujours une forme analogue à celles que le ('aïeul e/es 
variations fournit pour la détermination des rneixima et minima des formules 
intégrales indéfinies; ainsi il n’y aura qu’à y appliquer les règles connues de 
ce calcul . 

On considérera donc que, comme les caractéristiques et et J marquent 
deux espèces de différences entièrement indépendantes entre elles, quand 


Digitizèd by Google 


PREMIÈRE PARTIE. — LA STATIQUE. Jq 

ces caractéristiques se trouvent ensemble, il doit être -indiffèrent dans quel 
ordre elles soient placées, •parce qu’en supposant qu’une quantité varie de 
deux manières différentes, on a toujours le même résultat, quel que soit 
l’ordre dans lequel se font ees variations. Ainsi idx sera la même chose que 
dix, et, pareillement, id'x sera la même chose que d J ix, et ainsi de suite. 
On pourra donc toujours changer à volonté l’ordre des caractéristiques, 
sans altérer la valeur des différences; et pour notre objet il sera à propos de 
transporter la caractéristique d avant la S, afin que l’équation proposée ne 
contienne que les variations des coordonnées, et les différentielles de ces 
mêmes variations. 

* Il en est de même des signes d'intégration f ou S, par rapport à la carac- 
téristique des variations i. Ainsi on pourra toujours changer les symboles 
if ou JS en f i ou SJ. 

C’est en quoi consiste le premier principe fondamental du Calcul îles 
variations. 

1S. Or les différentielles dix, </Jj, diz, d*ix, etc., qui se trouvent 
sous le signe S, peuvent être éliminées par l’opération connue des intégra- 
tions par parties. Car, en général, 

f’Udix — üix — fixdü, f iïd 7 ix = lidi.v — dlïix -|- fixd 7 ll, 

et ainsi des autres, où il faut observer que les quantités hors du signe J se 
rapportent naturellement aux derniers points des intégrales, mais que pour 
rendre ces intégrales complètes, il faut nécessairement en retrancher les 
valeurs des mêmes quantités hors du signe „ lesquelles répondent aux pre- 
miers points des intégrales, afin que tout s’évanouisse dans ces points; ce 
qui est évident par la théorie des intégrations. 

Ainsi en marquant par un trait les quantités qui se rapportent au com- 
mencement des intégrales totales désignées par S, et par deux traits celles 
qui se rapportent à la fin de ces intégrales, on aura les réductions suivantes: 

Slîdix — ü'ix' — il’ix' — S ixdü, 

Süd 7 ix= a' dix'— dü'ix'— ù’ dix' 

-f- do! ix' -trSixd'ü, 
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lesquelles serviront à faire disparaître tontes les différentielles des variations 
qui pourront se trouver sous le signe S. Ces réductions constituent le second 
principe fondamental du Calcul des variations. 

11». De cette manière donc, l'équation générale de l'équilibre se réduira 
à la forme suivante : 

+ 2 d)‘ -t- + A — o, 

dans laquelle H, 2, T seront des fonctions de x,y, z et de leurs différen- 
tielles, et A contiendra les ternies affectés des variations Sx', S y' , Sz , Sx”, 
S y", etc., et de leurs différentielles. . 

Donc, pour que cette équation ait lieu, indépendamment des variations 
des différentes coordonnées, il faudra que l'on ait, i” H, 2, <T, nuis dans 
toute l’étendue de l’intégrale S, c’est-à-dire dans chaque point de la masse; 
•a° chaque ternie de A' aussi égal à zéro. 

Les équations indéfinies 2 = o, 2 = o, 4' — o , donneront, en général, 
la relation qui doit se trouver entre les variables x, y, s; mais il faudra pour 
cela en éliminer les variables indéterminées A, u, etc., lesquelles sont, en 
même nombre que les équations de condition indéterminées 

L = o, M = o, ... (art. 13). 

Or je remarque que ces équations ne sauraient être au delà de trois (*); 
car, puisque ce sont des équations indéfinies entre les trois variables x,y, z et 
leurs différentielles, il est clair que s’il y en avait plus de trois, on aurait plus 
d'équations que de variables, en sorte qu'il faudrait que la quatrième fut une 
suite nécessaire des trois premières, et ainsi des autres. Donc il n'y aura 
jamais plus de trois indéterminées A, u, v à éliminer, en sorte qu’on pourra 
toujours trouver les valeurs de ces indéterminées en fonction de .r, y, z. 
Mais les équations qui disparaîtront par ces éliminations seront remplacées 
par les équations nièhies de condition, de sorte qu'on pourra toujours con- 


(*) Il est même impossible qu’elles soient au nombre de trois, car elles suffiraient alors à la déter- 
mination de la position de chaque point sans qu*il fût necessaire de connaître les forces appliquées au 
système ( J. Bertrand.) 
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naître les valeurs de .c, y, z, cjni doivent avoir lieu dans l’état d'équilibre 
de tout le système. 

Au reste, les équations de condition L — o, M = o, etc., pourraient 
contenir encore d’autres variables u, v, etc., avec leurs diflérentielles, qui 
devraient être éliminées par le moyen d’autres équations telles que U = o, 
V — o, etc. : dans ce cas, on pourrait traiter ces nouvelles équations de 
condition comme celles qui sont données par la nature du problème, et pre- 
nant des coefficients indéterminés tr, v, etc., il n’y aurait qu'à ajouter aux 
termes A<TL 4- ui M qui sont sous le signe d’intégration dans l’équa- 

tion générale de l'art. 13 , les termes rSU -huSV ■+- et, après avoir 
fait disparaître toutes les différentielles des variations Sx, Sy, Sz, Su, Sv, etc. , 
l’équation finale de l’art. 16 contiendra sous le signe des ternies affectés 
des variations Su, S e, etc.,* qui devront, par conséquent, être égalés sépa- 
rément à zéro. On aura ainsi autant de nouvelles équations que d’indéter- 
minées 1, v, etc., par lesquelles il faudra les éliminer; ensuite 011 éliminera 
les nouvelles variables u, v, etc. , par les équations données U = o, V = o, etc. 
(iette méthode sera surtout utile lorsque, dans les fonctions I., M, etc., il 
se trouvera des quantités intégrales; car, en substituant à leur place de nou- 
velles indéterminées, on pourra faire disparaître tous les signes d’intégration, 
ce qui rendra le calcul plus facile. 

17 . A l’égard des autres équations résultantes des différents termes de 
la quantité A qui est hors du signe, ce 11e seront que des équations particu- 
lières qui ne devront avoir lieu que par rapport à des points déterminés de 
la masse, et qui serviront principalement à déterminer les constantes arbi- 
traires que les expressions de x, y, z, déduites des équations précédentes, 
pourront contenir. Pour faire usage de ces équations, on y substituera donc 
les valeurs déjà trouvées de A, u, etc. , ensuite on en éliminera les indéter- 
minées a, fi, etc., et Ton y joindra les équations de condition A=o, 
B = o, etc., qui serviront à remplacer celles que l’élimination dont il s’agit 
fera disparaître. 

18 . Quoique les termes P Sp, Q S//, etc., dus aux forces accélératrices P, 
Q, etc., ne demandent aucune réduction tant que ces forces agissent sui- 
vant les ligues p, «y , etc., parce que les quantités p, (/, etc., ne sont fonc- 

Mcc. anal, I- 1 1 
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tions que des variables finies x, j, s, il n’en sera pas de même lorsqu'on 
emploiera des forces dont l’action consistera à faire varier une fonction 
donnée (sect. Il, art. 9); il faudra alors, si cette fonction contient • «les 
différentielles, employer pour ces termes les mêmes réductions que pour 
les termes aJC, etc., et l'on parviendra toujours à une «‘quation finale de 
la même forme. Ce «sis a lieu lorsqu’on considère des corps élastiques, soit 
solides ou lluides. 


§ III. — Analogie, des problèmes de ce genre avec ceux de maximis 

et minimis. 

19. Non-seulement le calcul des variations s’applique de la même manière 
aux problèmes sur l'équilibre des corps continus et aux problèmes de nuevimis 
et minimis relatifs aux foi-mules intégrales, mais il fait naître entre «-es deux 
sortes de questions une analogie remarquable que nous allons développer. 

Nous commencerons par donner une formule générale pour la variation 
d’une fonction différentielle quelconque à plusieurs variables. 

On sait que, dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs différen- 
tielles des ordres supérieurs au premier, on peut toujours prendre une des 
différentielles premières pour constante, ce qui simplifie la fonction sans rien 
iiter à sa généralité; mais alors, dans les différentiations par S, il faut aussi 
regarder comme constante la variable dont la «liflérentielie a été supposi-e 
constante; et si l’on veut attribuer des variations à toutt-s les variables, il 
faudra rétablir la variabilité de la différentielle supposée constante. 

‘20. Soit U une fonction de x, y , etc., où d.v est supposé con- 

stant; si l’on fait, comme dans la Théorie des fonctions, 




il. r 


■y 


la quantité U deviendra fonction de x,y,y', y” , etc., et la variation S U sera, 
en employant la notation des différentielles partielles, de la forme 


riT dV , au a au a / au # 
SV^j-tx + ^Sy-y—Sy+j-Jy H- 


dU 

dy 


dV 

dj' 


,W 

dy ” 


Digitized by Google 


PREMIERE PARTIE. — LA STATIQUE. 


Maintenant, en faisant tout varier, on aura 


jv f j js dy âffy dy ddx dây ,dôx 

y ' dx dx dx dx dx ^ dx 

= iJÜXlZ?) + y" Sx, 


Sy"= 


dx 

d (dy — y'ox 


£*2 + r"Sx 


Sy"= d '-&£/**) +y”*x t 

Substituant ees valeurs et faisant, pour abréger, 

S y — y' S jc = Su, 


et, par conséquent. 


Sy — Su h -y' Sx, 


r ,T ( d 11 dl] i dU „ dU m \ f 

du r du ddu du d’iu 

Mais en différentiant par d la fonction (J et substituant y' dx pour dy, y" dt 
pour dy', on a 

... /dU dU , dU » dU m \. 

dll ={d7+/fyy + v- r + w y 


d’où l’on tire 


Donc enfin 


dU du , du « i ,,, 

xs + Tçy + jpy + -- = T* dU - 


r t , i ... r dU >, dU ddu dU d’àu 

= 7üdUS.v + ç Su + w -s H- w „ -h .. .. 

Si la quantité U contenait une autre variable z avec ses différentielles 


dz d 9 z 
dx 1 dx * 


t ~r~i > etc. , en faisant ’b = z , t— = z", et opérant de la même manière, 


dx ’ dx 
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on trouverait les termes suivants : 


dans lesquels 


rfU f //U ddv «/U d'd v 

Jz 6v ■*" 57 dx ■+■ dz” ~dx’ ~ H 
Sv=Sz — z'Sx 


à ajouter à la valeur précédente de <ÎU, et ainsi de suite. 

21 . Donc, si on a la fonction intégrale fVdx à rendre un maximum ou 
un minimum, par les principes du calcul fies variations, on fera 

S.fVdx = JS{Udx) = J'(S Udx -i- UÆr£r) = o. 

Substituant la valeur de JU, changeant h de en dix et luisant disparaître, 
par des intégrations par parties, les différences de Sx, Su, Sv, il ne restera 
sons le signe que des termes de la forme 


dans lesquels 


(E^x -+- T Su -t- 'vSv)d.e. 

E = 5U — 5U = o, 

d U i t d U i t 2 d U 

y = W-dï d -l? + dï d 


rtjr dx dy* 

dV i_ , dV 

dz dx ‘ dz' 


dx * 


!«?_ 

,lx' dz ” 


Ces tenues doivent être nuis, quelles que soient les variations «Sx, S y, iz ; 
or, en remettant pour Su et Sv leurs valeurs S y — y' Sx, S z — z'Sx, les 
termes dont il s'agit deviennent, à cause de E = o, 

[r«Tj -I- riz — (ï/+ V z) «T.rJ dx, 

d’où l'on ne tire que les deux équations Y = o, 1 = o, la troisième, dépen- 
dante île Sx, étant contenue dans ces dcux-ci . 

On voit par là qu'on peut se dispenser d'attribuer aussi une variation à 
la variable x, dont l'élément est supposé constant dans la fonction U, puis- 
que les équations nécessaires à la solution du problème résultent unique- 
ment des variations des autres variables. C’est une remarque qui a été faite 
dès la naissance du calcul des variations et qui est une suite nécessaire de 
ce calcul. 
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Cependant il peut être utile de considérer toutes les variations à la Ibis, 
par rapport aux limites de l'intégrale, parce qu’il peut résulter de chacune 
d’elles des conditions particulières dans les points qui répondent à ces 
limites, comme nous l’avons fait voir dans la dernière leçon sur le Calcul 
des fonctions. 


22. La fonction intégrale dont on demande le maximum ou le minimum, 
peut contenir aussi d’autres intégrales; mais, quelle qu’elle soit, on peut 
toujours la réduire à ne contenir que des variables finies avec leurs différen- 
tielles, et à dépendre d’une ou de plusieurs équations de condition entre ces 
mêmes variables, auxquelles on pourra toujours satisfaire par la méthode des 
multiplicateurs. 

Supposons, par exemple, que U soit une fonction de x, y, z et de leurs 
différentielles, et qu'en même temps la variable ; dépende de l'équation de 
condition L = o. Cette équation étant différentiée par b donnera S L = o; 
il n’y aura donc qu’à multiplier celle-ci par un coefficient indéterminé A, ou 
par Acir, pour l’homogénéité, lorsque L est une fonction finie, ajouter 
l'équation intégrale fhbl,dx — o à l’équation du maximum ou minimum 
J./Udir = o, et considérer ensuite les variations Sx, Sjr , S: comme indé- 
pendantes. Or on a, en regardant L comme fonction de x, y, y ' , y", etc., 
s, z\ z\ etc., 


Sl^^Sx + ^Sy-h^Sz 


HL 

V 


Sv 


HL 

(lz 


■ Sz 


Donc, si l'on fait les mêmes substitutions que ci-dessus pour Sy' , Sz', 
Sy *, etc., on aura aussi 


i ,, r HL « HL * H I. H.âu H I, H.dv 

SL=^dLSx + + 


et les termes sous le signe provenant de l'équation 


J{S.\ldx -+- AJLdic) = o 

seront de la forme 

{s.Sx -+- T Su -+- ^(Sv) de, 
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dans lesquels on aura 




2 = A(/L, 




v r du du i , (du du\ 

r =L w W i 

)^z? dy 

(dU </L \ 

. jztr 

r au <iu i , /du di^ 
^ = \dr^^dï-Tx d \dr'^^iû' J 


/ dU , dU \ 
^dz" ) 



Or, L = o étant l'équation de condition, on aura aussi dL — o, ce qui 
donnera H — o. Ainsi, en égalant à zéro les coefficients des trois variations 
Sx, Sy, Sz, on n'aura que les deux équations T = o, Ÿ = o, dont l'une 
servira à éliminer l'indéterminée A; de sorte qu’il ne restera pour la solution 
du problème qu’une seule équation en x, y, z , qu’il faudra combiner avec 
l’équation donnée L — o. 

25. Comme, en supposant dx constant, on a 


r 


£• 



/ dz tr fl * z 
2 “ 2 


on voit qu'il suffit de faire varier dans les fonctions U, L, etc., les variables 
t , z, etc., avec leurs différentielles; on aura ainsi, en employant, avec la 
caractéristique é, la notation des différences partielles. 


SU 


dll r, 

JF* 

iïj. 


<TO 


Uy ' lS - r 


SU 

S/h 


dS z 


SU 

sTrÿ 

su 

Sd'z 


d’Sy-h 


d'Sz 


et si l'on veut avoir égard en même temps à la variation de .r, il n'y aura 
qu’à ajouter à l'expression de S U le terme dU Sx, et changer S y en 

Sy — y- Sx, Sz en Sz — ^ Sx, etc. 
dx dx 

De cette manière, on aura d’abord, après les réductions, 


S.fUdx = f (tSy 'fiz -h ...)dx 
-+- y 'Sy -f- r “dSy -H ... h- f'Js -4- ^dSz 
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r = 


3 v _ . ju 
3y °ïdy 


5U 

3dy 


— d. 


<?u 

3 d'y 


tHJ 

' 3d' r 


M = 


V = 


3U 

3z 

3V 

3dz ' 
3V 
ôd'z 


. 3V 
d idz 


d. 


3 U 

d à’ z 


3L 
’ 3d'z 


et pour avoir égard ensuite à la variation de x, on ajoutera, dans tous les 
ternies, — Sy, et — Sx à Sz. 

24. 'Pelle est la méthode générale pour les problèmes de meu-imis et 
minimis, relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquelles le calcul des 
variations a été d’abord destiné; et l’on voit qu’en faisant même varier toutes 
les variables, elle 11 e donne cependant qu’autant d’équations moins une 
qu'il y a de variables, ce qui est d’ailleurs conforme à la nature de la chose, 
puisque ce n'est pas la valeur individuelle de chacune des variables qu'on 
cherche, comme dans les questions ordinaires de maximis et minimis, mais 
des relations indéfinies entre ces variables, par lesquelles elles deviennent 
fonctions les unes des autres, et peuvent être représentées par des courbes à 
simple ou à double courbure. 

2o. Appliquons maintenant la même méthode aux problèmes de la Méca- 
nique, et supposons, pour plus de simplicité, que la formule 

P dp Q dq -+- R dr -+- ... 

soit intégrable, et que son intégrale soit 11, comme dans l’art. 21 de la 
sect. III; on aura aussi 

P Sp -+- QSr/ -i- RJr -+- . . . = <Tn, 
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cl l'équation générale de l’équilibre (art. 13 ) deviendra 


S (Jnrfm -f- aJL •+■ ud jM -f- . . . ) o . 

en faisant ici abstraction îles équations de condition relatives à des points 
déterminés. 

domine la masse de chaque particule r/m du système ne doit pas varier 
pendant que la position du système varie, il faudra supposer Sdm — o, et 
|>ar conséquent JL = Sdm. 

Lorsque le système est linéaire, on a, en général, 1-/111 = U rie, L) étant 
une fonction connue dans l’art. 20; on aura donc 

JI. = JUfir 4- LiJf/u - , 


et la formule Sa JL donnera sous le signe les termes 
(Ej.r -4- T Su 4- *l' Je) d.t, 
dans lesquels on aura (art. 22) 

H = (ArfU — t/ . A U ) ~t 


V- * rfl 1 1 , »/li « , </ti 


... 1 ! s rflJ , 1 /* , «U 

Ÿ= \7r~ Tx d x l?^ d^ d - ■••• 

20. Donc, s’il n’y a point d’autre condition, l’équation provenant des 
termes sous le signe S sera 

Jllr/m 4- (Sjr 4- V Su 4- T Je) dx = o, 

qu ‘011 devra vérifier séparément par rapport à chacune des vacations J.r, 

J )', dZ. 

Or, Il étant une fonction de .r, y, z, on a 

f... </n j. , i/n , . , <*n , 

è 1 1 — — o x “H » o 1 ■+* — c z 1 
dx dy J dz 


et comme 


in — S y — ^ J.r, 


<iz 


Je = J z-'^Sx, 

ax 
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l’équation précédente devient 

'/ni E«£r — T dy — Sx 
H- dm -+- Yfh •'j Sy -+■ dm ifs r= p, 

laquelle donne ees trois-ci : 

d ni -f- Scie. — 1 dy — H’dz = o, 

</n . . </n . , 

-7- arn Tf4e = o, -7- ani -l- *1 aa 1 = o. 

dy riz 

Vinsi on a ici autant d’équations que de variables, ce qui paraît mettre 
une différence entre les problèmes de ce genre relatifs à la Mécanique, et les 
problèmes de maximis et minimis. 

27. Mais j’observe d’abord qu’à cause de l'indéterminée A, les trois équa- 
tions se réduisent à deux, par l'élimination «le celte indéterminée; et quoi- 
qu'en général les équations de condition remplacent toujours celles «pii dis- 
paraissent par l'élimination des indéterminées, la condition introduite ici 
dv/iii — o, c’est à-dire dm constant, ne peut pas fournir une équation par- 
ticulière pour la sobition du problème, parce que, suivant l'esprit du calcul 
différentiel, il est toujours permis de prendre un élément quelconque pour 
constant, puisqu’il n’v a, à proprement parler, que les rapports des diflè- 
rentielles entre elles, et non les différentielles elles-mêmes, qui entrent dans 
le calcul. Ainsi les trois équations seront réduites à deux, et ne serviront 
qu’à déterminer la nature de la courbe, comme dans les problèmes de maxi- 
niis et minimis. 


28. .1 observe ensuite «ju’on peut aussi rappeler les problèmes de Sta- 
tique dont il s'agit ici, à de simples problèmes de maximis et minimis. 

Car, si l’on ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus, après 
avoir multiplié la première par ilx. la deuxième par dy et la troisième par dz, 
on aura, à cause de 


l'«îquation 


dn 

777 


» <yn , rfn , , 

d.v H r~ dy y- dz = dû, 

dy J dz 


djldm -+• Zdx 1 — o ; 


Aféc. nnal. I. 


12 
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9° 

niais on a 

Zdt == Af/U — r/.AÜ = — U</A, 


et comme </m = Udx, on aura, en divisant par </m, f/n — f/A = o; d'où 
I on tire A =11 -h a, a étant une constante arbitraire. 

Ainsi, à cause de SL — S dm, le terme AiL, dans l’équation de l’art. 2f». 
deviendra n&/m -+- aSdm, et puisque jn</m -H n Sdm = Æ.rif/m, cette 
équation deviendra 

S S. Il f/m -+- «SfTf/m = o, 

c’est-à-dire 


<5. Sn</m -t- aS.Sdm = o; 


c'est l’équation nécessaire pour que la formule intégrale Sl1f/m devienne un 
maximum ou un minimum parmi toutes celles où la formule Sf/m aura une 
même valeur. 

De cette manière on pourra, comme dans les questions de maximis et 
mini mit, regarder une des variables comme constante, relativement aux 
variations par S, ce qui simplifie l’analyse; mais la méthode générale a l’avan- 
tage de donner la valeur du coefficient A, qui, par la théorie exposée dans 
la section précédente, exprimera (*) la force avec laquelle l’élément dm 
résiste à l’action des forces P, Q, R, etc., qui agissent sur le système. 

29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu'il n’y avait point 
d’autre équation de condition; mais s'il y avait de plus l'équation M = o, 
'I étant une fonction de x, y, s, y', y", etc., z\ z" , etc., il faudrait ajouter 
au terme *SL sous le signe, dans l'équation de l'équilibre, le terme uSM, 
ou plutôt, pour l’homogénéité, le ternie uS'Mdx, ce qui donnerait à ajouter 
aux valeurs de Z, Y, Ÿ de l’art. 2S les quantités respectives 


dx 


tdM, 


r/M 


,1 M 


t » «51 1 il 

u j- <l ■ u -rt ■+■ j- î « ■ u , „ 

i iy dx dy dx' tty 


dM I . /f.Vl 1 ., rfJI 


il M 


fl M 


{*) à ce sujet, le paragraphe 0, sect. IV, et b note relative au paragraphe 9, $ect. II. 

(/. Bertrand. ) 
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Ainsi on aurait trois équations dp la même forme que celles de l'art. 26, 
lesquelles, par l’élimination des deux indéterminées A et /u, se réduiraient à 
une seule; mais en y joignant l'équation de condition M =o, on aurait, 
comme auparavant, deux équations entre les trois variables x, y, z. 

Ces trois équations donnent, comme dans l'art. 28, l'équation 

dl\ dm -+- 2dx' —■ o. 

Ici l’on a 

îd. x = — Ur/A -H wrfM ; 

mais l’équation M — o donne aussi r/M = o; donc on aura simplement, 
comme dans l'article cité, 

Zd.c = — Ud>, 

et de là on trouvera le même résultat 

J'.Sllcfm -h ai. dm = o. 

30. Donc, en général, le problème de l’équilibre d’un système de dm par- 
ticules animées des forces P, Q, R, etc., qui agissent suivant les directions 
des lignes p, q, r, etc., et qu’on suppose telles, que l’on ait 

P dp -f- Qdf/ -I- IWr -+- . . . = d II, 

se réduit simplement à rendre la fprmule intégrale Sllr/m un maximum ou un 
minimum, en ayant d'ailleurs égard aux conditions particulières du système; 
ce qui, comme l'on voit, fait rentrer fous les problèmes de l'équilibre dans 
la classe des problèmes de maximis et minimis, connus sous le nom rie pro- 
blèmes des isopérimètres . 

Dans le cas de la chaînette, en prenant les ordonnées y verticales, on a 
Il = gy, g étant la force constante de la gravité. Donc il faut que la formule 
Sjv/m soit un maximum ou un minimum, parmi tontes celles où la valeur de 

Sdm est la même; mais %? ■ ! - — est la distance du centre de gravité à l liori- 

ÏW m 

/.ontale; donc, puisque la masse entière est supposée donnée, il faudra 
que cette distance soit la plus grande ou la plus petite : ce qu on sait 
d'ailleurs. 

13 . 
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31 . Jusqu’à présent nous n’avons considéré que des fonctions de variables 
regardées comme indépendantes; mais si la variable z était censée fonction 
de x, y, et que l’on eût une fonction U qui contint x ,y, z avec les différences 
partielles de z relatives à x et y, on pourrait demander la variation <S U , en 
ayant égard aux variations simultanées de x,y, z. 

Soit, pour plus de simplicité, 

dz , dz d' z „ d'z > d'z 

Tx ~ Z ’ dy ~ d? ~~ Z ' dxd) ~ Z ' ’ d~y' ~ Z "' 

d'z m d'z • d’z . 

dx'~ Z ' dx'dj- Z ’ ’ dxdÿ' ~~ Z -' ’ ’ ” 


la quantité U sera fonction de x, y, z, z', z t , s", s' , z H , etc., et l’on aura 


,, , f/L {t ^ , d li p 

S ^=d7 ix+ W ir ^17 Sz 


<w 

dz 


■> r. f rfU p //L T * n 

1 7T d ^'- h ^p d -’ - 


dV 

dz 


iz + 


et la difficulté se réduira à trouver les valeurs des variations Sz ' , Sz,, iz, etc., 
en faisant varier à la fois les éléments dv, dy, dans les différences partielles. 

Nous pouvons supposer, pour rendre le calcul plus simple, que la varia- 
tion Sx est une fonction de x indépendante de y, et la variation Sy une fonc- 
tion de y indépendante de x. Nous verrons par la suite que cette suppo- 
sition a toute la généralité que l’on peut désirer. 

32. Gela posé, on aura, en différentiant, 


. , dz idz dz idx 

àz ° Tz ~ ~dx ~ Ix 17' 

H est clair que 

idz diz idx dix _ 

ilx dx ’ e dx dx ’ 

ainsi on aura 


f t diz , dix d.liz — z'ix) dz' r, 
dZ — 5 —jy = — 5 1- SX, 


,lx 


17 


ou bien 


d.(iz — z'ix — z,iy) dz 1 


dx 


dz, 


HZ r tlZ. f 

dx h 17 Sx + d7 ^ 
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On aura de même 


t d.lâz — z'3 x — z,3y) dz' « dz, f 
dy + + 


à cause de 


dix 

w 


On aura ensuite 



et 

dây 



dx 

■ = O. 

a dz 

<13 z 


dz’ dâjr 

* dx 

== ‘3T 


3ST ~d7 


Substituant la valeur de Sz , on aura 

t h d'.[iz — z’ix — z,3y) d'z' r. d'z, f. 

* z = h -dï? dx + i&y- 

On aura de même 

» . dz 1 diz' dz' dij 

AZ - ~df 

Substituant aussi la valeur de Sz' , ou aura, à cause de ~ — 

di r dv 


f . d'.tiz — z'ix — z,iy) d’z' j, r 

<5 ; = — i — -+- t— j-£r-+- ir-r-S r. 


dxdy 




On trouvera pareillement 


r, d'.(âz — z'ix — d'z' » 

àz„ -r-, f- j—i à.V 


dy’ 


dy* 


d'z, 

HT 7 


Sr, 


et ainsi de suite. 


33. Donc si l'on fait, pour abréger, 




Sz — 

dz » 

di SX ~ 

P* 

— Su , 


et qu’on observe 

que 






dz, 

dz • 

dz ' 

dz, 

d'z' 

dz" 

d'z. __ dz " 

ifx ~ 

W' 

W 

dx ’ 

dx' ’ 

~ 2F’ 

dx 1 dy ’ 

d'z’ _ 

dz, 

d'z, 

dz’ 

d'z’ 

dz. 


dxdy 

dx y 

dxdy 

~T’ 

w 

~ 17 ’ ’ 

• • * 


9 :i 


Digitized by Google 



MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 


«4 

on a u ni plus simplement 

Sz' = 

**,= 
Sz” = 
Sz, = 
Sz..= 


diu 

dx 

diu 

W 

d’iu 
dx' 
d'iu 
dxdy 
d'd u 
Iff 


dx' 

77 

4 --- 
^ dx 

dx 1 

+ 77 


Sx 
Sx - 
Sx 


dz' . 

W iy ' 

pb, 

dy J 
dz" t 

37 S - r ' 

dz 


dz 

77 


- Sx 


7 *„ t v 

W i} ' 


SV 


/du 

dU 

dz 

, dU 

dz' 

dU 

dz, 

dU 

ds" 

dU 

dz' 

= (,77 

^77 

dï 

+ 7? 

dx 

+ dz, 

dx 

^77 

dx 

+ 77 

77 

( dU 

dU 

dz 

dU 

dz' 

, du 

dz, 

dû 

dr' 

dU 

dz' 


+ dl 


■*" 77 

•fy 

77 


+ 77 

7/ 

+ 77 

77 


Faisant ees substitutions dans l’expression de SU , mettant 
Su -+- ^ <î,r -H ^ (îr 

à la place de Sz, et ordonnant les termes par rapport à <5.r, Sy, Su, on aura 

■ Sx 

•• )fy 

ves à .t* 

et ) ; en regardant z comme fonction de ces deux variables, il est clair 
qu'on aura 

/</U\ dU dV dz dl) dz' dV dz, 

\ dx ) dx dz dx dz dx dz , dx * * * * 

/dV\ __ dH dl) dz dl) dz # dl) dz, 

\djr ) dy dz dy dz * dÿ dz, dy 

Ainsi la variation complète de U se réduira à cette forme simple : 


^(J s dl) don 

dF àll ~*- d? ~dl 


dl J ddu 
77, dy 

/ dU 


d U d'iu 

dP HP 


d u d'iu 
dx, dxdy 


Désignons par [ ^77)’ ( 77 'j les différences partielles de U, relati 


<5 ü - (£r) î* •+• (37) h + 2 7 Su ’ 

dli dou dU diu dU d'iu 
dz‘ dx _l " dz, Hfy _+ ‘ dz" 'dp 
dU d % du dl) d*3u 

liz, dydy dz„ dy % * * * * 
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.T* Donc, si l’on a une fonction intégrale double SSUrZrrff à rendre un 
maximum ou un minimum, on aura l'équation 

S. SSUfirefy = SSJ 1 . Urf.r<fr = o. 

Or, en faisant tout varier, on a S . U dxdy = <5 U dxdy -+- VS.drdy, oii il faut 
remarquer que dxdy représentant un rectangle qui est l’élément du plan des 
x, y, ce rectangle demeurera rectangle après les variations Sx, Sy des coor- 
données x, y, dans la supposition adoptée que Sx ne dépende point dejy, 
ni S y de.r ; de sorte que la variation de dxdy sera simplement dySd.i ■ -+- f/.tSdy: 
donc, comme 

Sdx — dSx — d.v, Sdy — Sdy — dy, 
puisque Sx et sont censées fonctions de x seul et de y seul, on aura 
S. lî drdy = ( JU -+- U ^ -h U ^ ) dxdy. 


Substituant la valeur de j(J, et faisant disparaître, par des intégrations par- 
tielles, les différentielles des variations Sx, Sy, Su, il restera sous le double SS 
les termes 


dans lesquels 


(H<Tæ 


-+- V Su) dxdy, 


(dü\ 

/dV \ 


— = 

\dx) 

\dx)~ 

= o, 


/dV\ 

/ dV\ 


Y = 

\dy ) ' 

~\w) = 

= O, 


dV ( 

’2U'\ ( 

dV, 



dz ( 

,dx) 1 

dy 


fd'V \ 

fd'V,; 

\ 

-1- 

\dxdy ) 

"*■(** 



en faisant, pour abréger, 


U' = 


dV 

dp’ 


|T dli fTff au 

u ' = 7Ï7: U =,7 P 

_ dl 
" dz 


dV 


„■ -d\) n _dl) 

— 2 P’ u '— J--’*-' 
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et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux crochets 
représentent les valeurs complètes de ces différences, en y regardant ; comme 
fonction de.«\j. 

3.‘> . Ainsi, à cause de Su = Sz — ^ ^ dr, les termes sous le 

dutihlr signe donneront simplement l’équation 

v {* z -È Sx -7ç i r)= 0 ' 

d’où, en égalant séparément à zéro les coefficients de Sz, S.c, &j, on 
n'aura que l'équation 4 ? =o, comme si l’on n’avait fait varier que la seule 
variable z. 

On voit donc que, dans les questions de maximis et minimis relatives à 
des intégrales doubles, flans lesquelles une des trois variables est fonction 
des deux autres, il n’y a rigoureusement qu'une seule équation qu’on peut 
trouver directement, en ne faisant varier par S que la seule variable qui est 
censée fonction des deux autres (*) ; et cette équation est celle de la surface qui 
satisfait à la question. C'est ainsi qu’on a trouvé l’équation aux différences 
partielles de la moindre surface, en faisant U = y/[ i ■+■ (z' )* -+- (z,) *] ; et 
ce que nous venons de démontrer prouve que cette équation remplit com- 
plètement les conditions du problème, quelques variations qu'on attribue 
aux trois coordonnées de la surface. 

On peut appliquer les formules des variations que nous venons de 
trouver, à l'équation d’un système superficiel de particules dm tirées par des • 
forces quelconques. 

En n’ayant égard qu’à la condition de l’invariabilité de dm, on aura 
d’abord, comme dans l’art. 2 o, l’équation générale de l’équilibre 

SS (JiWm -t- Acff/m) — o. 


( *) Il est évident à priori qu’il suffit tic faire varier s; car, quelles que soient deux surfaces infini- 
ment voisines, on peut toujours passer de l’une ■ l'autre en donnant à z un accroissement qui dépende 
d’une manière convenable des deux autres coordonnées .r et/-. Il pourra être plus ou moins com- 
mode de considérer celles-ci comme ayant ou n’ayant pas la meme valeur aux points correspondants, 
mais il est évidemment permis de faire Tune ou l’autre hypothèse. (/. Btrti'nnd ) 
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Ici, la valeur de </m sera de la forme XJdxdy, et l’on aura, par conséquent 
(art. 54), 


Sdm = + + U dxdy. 


Substituant cette valeur, ainsi que celle de SU de l'art. 35, dans la Ibrniule 
intégrale SSAot/m, et faisant disparaître, par des intégrations par parties, les 
différences des variations <5>, Sy, Su, il ne restera sous le double signe que 
les termes 

(Six -|- T S y -f- 'VSu)drdy, 

dans lesquels 


-‘(f) 

-< 

,/.). u 

V dx 

)- 

-»(£)■ 

—(£) 

-( 

d.W 

)- 

-»(f> 


dV' 

k / 

dV.\ 

/d'V\ 


fh , 

)-{ 

~¥) 


///’ü; \ 


f d'V„ 

\ 


\ tbctly ) 

-f- 1 

{ dy 


• * * ? 


en conservant les valeurs de IT, U ( , U*’, U' , etc., de l'art. 34. 

Ajoutons à ces termes ceux qui proviennent de l’intégrale SSill dm, 
savoir, en substituant les valeurs de SlI et £m, 


, ,/n » fin , ini, 

(ar Sx ■+■ ~dÿ * ■+■ di oz ) lj dvd -> ’ 


,/n 


,/n * 


et remettons pour Su sa valeur Sz — ~f r ^ x — ^ l or *- ^ équation 

générale de l’équilibre contiendrcf, sous le double signe SS, les termes sui- 
vants, ordonnés par rapport aux variations Sx, Sy, Sz, 


dz 


i[zr _ (a)] 11- ''il** 

||f-(f)]u-v||Sr 


i ^ n « * .. 

+ hrü + 1 


\1T 


') S 3 


dxdy; 


Mec. anal. I 


>3 
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d'où l’on tire les trois équations 



La dernière donne V = — U > et cette valeur étant substituée dans les 

dz 

deux autres, on a, après avoir divisé par U, 

<m dz (d\\ 

<Zr dz dy \<ir / 

djl djl dz _ fdj\ _ 
dy tic dy \<(>' / ° 

I>a première donne A = TI -f- fonct. y; la seconde donne A = II -4- lonet. jc ; 
donc on aura A = II -ha, a étant une constante. Substituant cette valeur 
dans l’équation générale de l’équilibre, elle deviendra 

SS (<S'.n</m -i- a<T<Ém) = o, 

savoir, 

«T.SSrif/ni aé.SSc/m = o, 

équation du maximum ou minimum de la formule intégrale SS Tl d m, parmi 
toutes celles dans lesquelles la valeur de la formule SS</m est la même. 

Ainsi voilà le problème de Mécanique (*) réduit à une simple question de 
maximis et minimis, dont la solution ne dépend que de la variation de la 
seule coordonnée ;, qui est supposée fonction de .r, y (art. 35). 

On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales triples, et en 
déduire des conclusions semblables. , 


(*) Dan» un système superficiel de particules, ou, en d'autres termes, dans une surface flexible, 
non-seulement les éléments superficiels restent invariables, mais aussi les éléments linéaires; il eu 
résulte, comme M. Gauss l'a fait voir, (pic le produit «les rayons de courbure conserve en chaque 
point une valeur constante. Lagrange laisse de rèté ces conditions, et les équations qu'il obtient ne 
peuvent pas être regardées, par conséquent, comme la traduction exacte du problème. Voyez un 
Mémoire de M. Gauss, Commentaires de Gottingue , tome VI; ce Mémoire a été réimprime à la suite 
de la cinquième édition de la Géométrie analytique de Monge. {/. Bertrand.) 
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CINQUIÈME SECTION. 

SOLUTION PE DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE STATIQUE. 

« 

Nous allons présentement montrer l’usage de nos méthodes dans différents 
problèmes sur l’équilibre des eorps; on verra, par l'uniformité et la rapidité 
des solutions, combien ces méthodes sont supérieures à celles que l’on avait 
employées jusqu’ici dans la Statique. 

CHAPITRE PREMIER. 

DE L'ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A UK MEME POIKT 
DF LA COMPOSITION ET DE LA DÉCOMPOSITION DES FORCES. 

i . Soit proposé de trouver les lois de l'équilibre d’autant de’forces qu’on 
voudra, P, Q, R, etc., toutes appliquées à un même point, et dirigées vers 
des points donnés. 

Nommant p, </, r, etc., les distances rectilignes entre le point commun 
d’application de ces forces et leurs points de tendance, on aura la formule 

Pt^p 4- Q dq Rrfr 4- . . . 

pour la somme des moments de toutes les forces, laquelle doit être nulle 
dans l’état d’équilibre. 

Soient x , y, z les trois coordonnées rectangles du point auquel toutes les 
forces sont appliquées; et soient de même a, b , r les coordonnées rectangles 
du point auquel tend la force P ; J\ g, h . celles du point auquel tend la forceQ ; 
l, m, n, celles du point auquel tend la force R, et ainsi des autres; ces coor- 
données étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l'espace. On aura 
évidemment v 

P — ÿ(x—a)’-h (.y — *)* -+- (s — e)\ 

7 = y ((*—/)' •+• (.r — y) 1 -H» — *7 . 

r = \J(x— (/— m)* 4- (z — n) 1 . 


Et la quantité P dp 4- Q dq 4- R dr 4- ... se transformera en celle-ci : 

Xdr 4- Y rfy 4- Z rfz, 

i3v 
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Hans laquelle on aura 

X = I — «P + iziQ + ^R + ..., 

P 9 r 

Y=^p- + .LZfQ + ^R + ,. M 
P 9 '• 

Z = -— P -+- Q -t- ” R -f- 

P 9 r 


Il n’est pas inutile de remarquer dans ces expressions que les quantités 

x — a y — A z — c . « . , . ... , , 

- y — — > — sont égalés aux cosinus de£ angles que la ligne />, c est-a- 

dire la direction de la force P, fait avec les axes des x, y. z ; que, de même, 

- Y ^ ’ ~~7j~ son * I e * cosinus des angles que la direction de la force Q 

lait avec les mêmes axes; et ainsi de suite (sect. H, art. 7). 


S I. — De l'équilibre d'un corps ou point tiré par plusieurs forces. 

2. Cela posé, supposons en premier lien que le corps ou point auquel 

les forces P, Q, R, etc., sont appliquées, soit entièrement libre; il n’y aura 
alors aucune équation de condition entre les coordonnées .r, y, et la quan- 

tité Xdx -h Y dy -t- V.dz devra être nulle, indépendamment des valeurs de 
dv, dy, dz (sect. IF, art. 10) ; ce qui donnera sur-le-champ ces trois équa- 
tions particulières ; 

X = o, Y — o, Z = o. 

Ce sont les équations qui renferment les lois de l'équilibre de tant de forces 
qu'on voudra, concourantes à un même point. 

3. Si, dans les expressions de X, Y, Z, on («ait P =p, Q = q , R —r, etc. . 
ce qui est permis, puisqu'il est indifférent à quels points pris dans les direc- 
tions des forces elles soient supposées tendre, on aura ces équations 


x — a -t~ x — f - 1 - x — / -+- . . . = o, 
y — b -h y — g -h y -m+ . .. = o, 
z — c -+- s — h -h z — /»-+- . . . = o ; 
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et ces expressions de x, y, z font voir que le point auquel sont appliquées 
les forces, est dans le centre de gravité des points auxquels ces forces 
tendent. 

De là résulte le théorème de lajibnitz, que si tant de puissances qu’on 
voudra sont en équilibre sur un point, et qu’on tire de ce point des droites 
qui représentent tant la quantité que la direction de chaque puissance, le 
point dont il s’agit sera le centre de gravité de tous les points auxquels ces 
lignes seront terminées. 

Si donc il n’y a que quatre puissances, et qu'on imagine une pyramide 
dont les quatre angles soient aux extrémités des droites qui représentent les 
puissances, il y aura équilibre entre ces quatre puissances lorsque le point 
sur lequel elles agissent sera dans le centre de gravité de la pyramide; car on 
sait, par la Géométrie, que le centre de gravité de toute la pyramide est le 
même que celui de quatre corps égaux qui seraient placés aux quatre coins 
de la pyramide. Ce dernier théorème est dû à Roberval. 

•f. Supposons, en second lieu, que le corps ou point sur lequel agissent 
les forces P, Q, 11, etc., ne soit pas tout à fait libre, mais qu’il soit contraint 
de se mouvoir sur une surface, ou sur une ligne donnée; on aura alors, entre 
les coordonnées x,y, z, une ou deux équations de condition, qui ne seront 
autre chose que les équations mêmes de la surface ou de la ligne dont il s’agit. 

Soit donc I, = o l’équation de la surface sur laquelle le corps ne peut 
«pie glisser, on ajoutera à la somme des moments des forces XdLr-f- V r/y-t- 7 <h 
le terme At/L (secl. IV, art. 5), et l'on aura, pour l’équation générale de 
l'équilibre, 

\.clx -f* Yr/y — Z ciz — y AdL — o, 

A étant une quantité indéterminée. 


I 
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Or, L étant une fonction connue de x, y, z, on aura, par la diffé- 
rentiation. 

j t »L * d\à • d L . 

rfL — Tx dl ïç d * + Tz 

donc substituant et égalant ensuite séparément à zéro la somme tles termes 
multipliés par chacune des différences dx, dy, dz, on aui-a ces trois équations 
particulières de l’équilibre, 

y . JL 
X = °» 

v „ dl. 

Y +A^- = °, 

„ ^dl. 

Z -H — o, 


d où chassant l’indéterminée A, on aura ces deux-ci : 


Y 


dl. Y d L 
3x~ x dÿ 


ry dl. Y dl. 

'' Tr~ X Tz 


O, 

O, 


lesquelles renferment, par conséquent, les conditions cherchées de l'équi- 
libre du corps sur la surface proposée. 


S. Si l’on applique maintenant ici la théorie donnée dans l’art. J» de la 
sect. IV, on en conclura que la surface doit opposer au corps une résistance 
égale à 



et dirigée suivant la perpendiculaire à la surface qui aurait pour équation 
dl. = o, c'est-à-dire perpendiculairement à la même surface sur laquelle le 
corps est posé ; et comme on a 




il s’ensuit que la pression du corps sur la surface (pression qui doit être 
égale et directement contraire à la résistance de la surface) sera exprimée par 
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^(X* -+- Y 1 4- Z’), et agira perpendiculairement à la même surface; c'est 
unitpiement à cette condition que se réduisent les deux équations trouvées 
ci-dessus pour l’équilibre du corps, comme on peut s'en assurer par la 
méthode de la composition des forces. 


6. Au reste, dans le cas d'un seul corps tiré par des puissances données, 
on peut trouver encore plus simplement les conditions de l’équilibre, en sub- 
stituant immédiatement dans l'équation Xr/zr -f- Y dy -+- Zdz — o, à la place 


de la différentielle dz, sa valeur — 


JL 

dx 


d 1, 


dL 

dy 


dy 


tirée de l'équation dif- 


d s 


férentielle de la surface donnée sur laquelle le corps peut glisser, et égalant 
ensuite séparément à zéro les coefficients des différentielles d.i et dy qui 
demeurent indéterminées, suivant la méthode générale de l’art. 10 de la 
sect. IJ. 

On aura ainsi, sur-le-champ, les deux équations 


d L 

«r f, dx 

X ~ Z Æ = °’ 

dz 


Y 


dL 

n dy 

z lL = 0 ’ 
17 


cpii reviennent à celles que l’on a trouvées plus haut. 

Pareillement, si le corps était assujetti à se mouvoir sur une ligne de 
figure donnée, et déterminée par les deux équations différentielles 
dr = pdx, dz — qdr, il n*y aurait qu'à substituer ces valeurs de dy et dz 
dans Xdz -h Y dy -y- Tjdz = o, et l’on aurait, en divisant par de. 

X -+- Y p -t- Z./ = o, 
pour la condition de l’équilibre. 

Mais dans tous les cas où il y aura plusieurs corps en équilibre, la méthode 
des coeflicients indéterminés, exposée dans la section précédente, aura tou- 
jours l’avantage, tant du côté de la facilité que de celui de la simplicité et de 
l’uniformité du calcul. 
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{j II. — De la composition et décomposition des forces . 


7. (.'équation identique 

P dp -+- Qr Iq -+• l\dr -j- "... — Xd.r -+- Y dy Y.dz, 


trouvée dans l’art. 1, montre que le système des forces P, Q, R, etc., 
dirigées suivant les lignes p, q, r, etc., est équivalent au système des trois 
forces X, Y, Z dirigées suivant les lignes : (sect. II, art. IS). Ainsi les 
quantités X, Y, Z donnent les valeurs des forces P, Q, R etc., décoin-* 
posées suivant les trois coordonnées rectangles x, y, s, et tendantes à dimi- 
nuer ces coordonnées, comme les forces P, Q, R, etc., sont supposées 
tendre à diminuer les lignes p, q , r, etc. 

8. En général, si des forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées suivant 
les lignes p , q , r, etc., agissent sur un même point, on peut toujours réduire 
toutes ces forces à trois autres dirigées suivant les lignes 4, pourvu que 
ces trois lignes ne soient pas toutes dans le même plan. Car, comme trois 
lignes placées dans différents plans suflisent pour déterminer la position d’un 
point quelconque dans l’espace, on pourra toujours exprimer les valeurs des 
lignes p, q , r. etc., en fonctions des trois quantités Ç, 4 , î, et par le théo- 
rème de l’art. IJ* de la sect. II, les forces P, Q, R, etc., seront équiva- 
lentes (*) aux trois forces £, V, 4> exprimées jwr les formules 


-“'■4 + Q â + s* 


<t> = p ÿ 

dy dy 


R 


•H 

dr 

dÿ 

dr 

dy 


et dirigées suivant les lignes ou seulement suivant les éléments */£, 

si quelques-unes de ces lignes étaient circulaires. 

Ces formules peuvent être d’une grande utilité dans plusieurs occasions, 


(*) Nous avons remarqué, plus haut, que ce théorème est soumis à des restrictions. La même 
observation s'applique à la conclusion qu’on en déduit ici. Voyez une Note de M. Poinsot à la fin du 
volume. (/. Bertrand. ) 
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et surtout lorsqu'il s’agit de trouver les résultats d’une infinité de forces 
qui agissent sur un même point, comme l’attraction d’un corps de figure 
quelconque. 

9. Soit m la masse d’un corps dont chacun des éléments dm soit regardé 
comme le centre d’une force P proportionnelle à dm et à une fonction J'p de 
la distance p ; en faisant Jjpdp — Y p , l’élément dm donnera, dans l’expres- 
sion de ï, le terme - y.-- dm, dont l’intégrale relative à toute la masse m 

sera le résultat de l’attraction de cette masse ; et comme cette intégration est 
indépendante de la différentiation relative àf, on pourra donner à l’intégrale 

dont il s’agit la forme sor ( e qu'en faisant 


on aura 


S. Ypdm = 2, 


_ dZ 



■t> = 


rfS 

dj ’ 


et il ne s’agira plus que de substituer au lieu de p, dans la fonction Yp, sa 
valeur exprimée en fonction des coordonnées qui déterminent la position de 
chaque particule dm dans l’espace, et des coordonnées £, p du point 
attiré, et d’exécuter ensuite séparément l’intégration relative aux premières, 
et les différentiations relatives aux dernières. 


Dans le cas de la nature, on a fp — ; donc Yp = — , et, par consé- 
quent, 1 = — ^ ' 

Soient a, b, c les coordonnées de chaque particule dm du corps, on 
aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par r fonction de 

fl , b , c , 

dm = Ydadbdc; 

donc 

g T dadbdc 

“ ~ P 


Or, x, y, z étant les coordonnées du point attiré, on a (art. I) 


p = \/(x — a)‘ -h (y — b)' -h {z — c)\ 

Mec, anal. I 


«4 
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v T darl bdc 

V(j — «)’+ (.r — /<)*+(= — c)’ 

10. Le cas le plus simple est celui où le corps attirant est une sphère. 
Dans ce cas, en faisant P = i , et supposant le centre de la sphère dans l’ori 
gine des coordonnées a*, y, z du point attiré, on a 

2 _ ■" 

V'.r* -b J-' -b *’ 

n» étant la solidité de la sphère, qu’on sait être égale à y a', en prenant 

a pour le rayon, et tt pour le rap|>ort de la circonférence au diamètre. 

Si la densité p était variable dans l’intérieur de la sphère, en la supposant 

fonction de a, on ferait m = - - Srv/.a 5 . 

On peut encore avoir la valeur de 1 lorsque le corps attirant est un sphé- 
roïde elliptique, dont la surface est représentée par l’équation 

rt* b' c‘ _ 

Â’ Fp ^ C 5 ~ 1 ’ 

A, B, C étant les deini-axes des trois sections principales, et a, b , c les coor- 
données rectangles de la surface, prises sur les trois axes, et ayant leur 
origine dans l’intersection commune des axes qui est le centre du sphéroïde. 
Mais l'expression générale de cette valeur dépend d’une formule intégrale 
assez compliquée, et par laquelle il est impossible d’avoir 2 en fonction de 
.r, jr, z. 

Cependant si l’on suppose que le sphéroïde soit peu différent de la sphère, 
on que la distance «lu point attiré au centre du sphéroïde soit fort grande 
par rapport à ses axes, on peut exprimer la valeur générale de 2 par une 
série convergente délivrée de toute intégration. M. Laplace a donné, dans 
sa Théorie des attractions des sphéroïdes ('), une très-belle formule par 
laquelle on peut former successivement tous les termes de la série, et qui 

montre en même temps que la valeur de — » m étant la solidité* du sphéroïde, 

( # ) Voyez Mécanique céleste, tome N , livre m , chapitre premier. (/. Bertrand.) 
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iip dépend que des quantités B 3 — A' et C 3 — A\ qui sont les carrés des 
excentricités des deux sections qui passent par le même demi-axe A . 

.1 ai trouvé qu en partant de ce résultat et faisant usage du théorème que 
j ai donné dans les Mémoires de Jicrh/i de 1 792-93, o ^pouvait construire 
tout d’un coup la série dont il s'agit, par le seul développement du radical 

• 1 

dx'+y '- )- — nby — icz + h' ■+■ c ' ’ 

suivant les puissances de b et c, en ne conservant que les ternies qui con- 
tiennent des puissances paires de h et c, et transformant chacun de ces 
termes, comme H/r”"c 3 ", en 

(1 . 3.5 — am — 1 ) ( 1 .3.5. . .an — 1 ) H ( B 3 — A’)“ (C* — A 1 )" 

5.;.(|....im+in + 3 - III , 

m étant la solidité du sphéroïde qui est exprimée par ABC. 

Ainsi, pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les puissances de 
r et z, on fera 

r = y/.r 3 >- 3 -+- z 3 , 

_ I 

et 011 développera d’abord le radical (r 3 — 2 by — icz-\~ b 1 - 1- e 3 ) sui- 

vant les puissances de r, en ne retenant que les puissances paires, on 
aura 

1 3 b'y' -t-c 3 *' -t- 6 b'c'y'z* -I- c**‘ 

jr' + b' + d » ( r . + fc. + c .)î 8 (,.• + b' + c'ÿ 

£ 

On développera ensuite les radicaux (r 3 -+- b* -+- c*) ', etc., suivant les 
puissances de b ‘ , c 3 , et l'on transformera ces puissances en puissances de 
B 3 — A 3 , C 3 — A 3 par la formule donnée ci-dessus. De cette manière, si 
l'on fait, pour plus de simplicité, 

B 3 — A 3 = e 3 , C 3 — A 3 =i 3 , 

e et i étant les excentricités des deux ellipses formées par les sections qui 
passent par les demi-axes A, B et A, C, on aura pour 2 une expression en 
série de cette forme : 

— m (R -+- T / 3 +Vs> + Xj‘ -h Yj 3 z 3 -h Zs* -H . . . ) , 

>4- 
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dans laquelle 


B * M- i* 9 (e* -+ - l‘) -t-fie'l* 

a. 5 r* 8. 5. 7c* 

3e’ 

f i.5r‘ 4.7c’ 

3»* 9<‘-t- 3c'i* 

Tt? "*■•••’ 


R = ■ 
T 

U = 

X = 

Y = 

Z = 


a . 5 r‘ 

3 e* 

FF ' 

6 e’/’ 
8r* ' 
3/‘ 

87 * 


On n’a poussé l'approximation que jusqu’aux quatrièmes dimensions de e 
et de 1 ; mais il est facile de la porter aussi loin qu’on voudra. 

Si le sphéroïde était composé de couches elliptiques de différentes den- 
sités, alors en faisant varier dans l’expression de 2 les quantités A, B, C, et 
par conséquent aussi r et i, on aurait S 17/ 2 pour la valeur de 2 relative à ce 
sphéroïde. 

Ayant ainsi la valeur de 2 en fonction des coordonnées rectangles .r, y, r 

fl'tL 

du point attiré, on aura immédiatement, par la différentiation, les forces ^ , 
7* ’ 7ü su ' vant ces coordonnées, dues à l’attraction totale du sphéroïde. 

Et si au lieu des coordonnées .r, y et z, on prend le rayon r avec deux 
angles « et v, tels que l’on ait 

,r =/• cos |« , y = r sin /u sinr, z = r sin /u cos», 

on aura l’attraction du sphéroïde décomposée, dans le sens du rayon r qui 
joint le point attiré et le centre du sphéroïde, perpendiculairement à ce 
rayon dans le plan qui passe par le demi-axe A, et perpendiculairement au 
même rayon dans un plan parallèle à celui qui passe par les demi-axes B 
et C, par les trois différentielles partielles 

dl. rfS dZ 

dr rdu rsinfxdv 

Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de la figure de la terre. 
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CHAPITRE II. 

Il* LÉQIILIRRE DE VU MP. IR S FORCES APPLIQUÉES A LD SYSTEME DE CORPS, CONSIDÉRÉ-** 
COMME DES POINTS, ET LIÉS ENTRE EUX PAR DES FII.S OU PAR DES VERGER. 

11. Quelles que soient les forces qui agissent sur chaque corps, nous 
avons vu ci-dessus (art. 7) comment on peut toujours les réduire à trois, 
X , V, Z, dirigées suivant les trois coordonnées rectangles x, y, : du même 
corps, et tendantes à diminuer ces coordonnées. 

Nous supposerons donc, pour plus de simplicité, ici et dans la suite, que 
tontes les forces extérieures qui agissent sur un même point, soient réduites 
à ces trois, X, V, Z. Ainsi la somme des moments de ces forces sera exprimée, 
en gémirai, par la formule 

Xdr -f- X dy ■+■ Z«/sj 

par conséquent, la somme totale «les moments de toutes les forces du sys- 
tème sera exprimée par la somme d’autant de lormules semblables qu’il y 
aura de corps ou points mobiles, en marquant par un, deux, trois, etc., 
traits les quantités tpii se rapportent aux différents corps que nous nomme- 
rons premier, deuxième, troisième, etc. 

De cette manière, on aura donc pour la somme des moments des forces 
qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de corps, la quantité 

XV.r'-h Y' «//-+- Z'dz'-h X"rf/+ Y"«/r"-+- Z ”dz” 

X w «/.r w 4 - Y m dy m 4- Z m dz m -y .... 


F.t il ne s'agira plus que de chercher les é«juations de condition I, = o, 
M = o, N = o, etc., résultantes «le la nature du problème. 

Ayant L, M, N, etc., ou seulement leurs différentielles en fonctions de 
x ’ , y' y z , .r", etc. , et prenant des coefficients indéterminés A, /x, v, etc. . on 
ajoutera à la «piantité précédente les termes A«/I, ^«/M 4- »«/N 4- . . . , 

et on égalera ensuite séparément à zéro les membres affectés de chacune des 
différences dx', dy' , dz , d. r", etc. (section précédente, art. 51. 



mécanique analytique. 


1 I A 

Jj I. — De I équilibre de trois ou de plusieurs corps attachés à un Jil 
inextensible, ou extensible et susceptible de contraction. 

12. Considérons premièrement trois corps attachés fixement à un fil inex- 
tensible; les conditions du problème sont que les distances entre le premier 
et le deuxième corps, et entre le deuxième et le troisième, soient invariables, 
ces distances étant les longueurs des portions de fil interceptées entre les 
corps. 

Nommant/ la première de ees distances, et g la seconde, on aura 
df — o, dg = o 

pour les équations de condition ; donc 

dï, = dj, c/M — dg, 

et l’équation générale de l'équilibre des trois corps sera 

\'dx'+- Y'dy' + TJ dz' ■+- XV+ Y'dy* + Z'dz' + X"dx” 

-+■ Y m dy m + 7."dz m + hdf ■+■ udg — o. 

Or il est visible qu’on aura 

/ = }/(*’ - -t- ( r"-yy + (s^T. 

g = + (/’-/')* + 

donc, en différentiant, 

j _ _ (*'— X’) { dx"~ dx’) + (jr»_y) (Jy"- ifr'H- I z"-z')(dz"-dz') 

./ — f 1 

, _ (x "—x’) (dx"— dx") -4- Cr"— .y g ) (df—dy") + (z"'—z 1 ') (dz^—dz”) 

' 8 — g 

« ees valeurs étant substituées, on aura les neuf équations suivantes pour les 

conditions de l’équilibre du fil : 
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V" * X — X X — X 

A -f- A -, — u = o, 

/ s 

Y" + a< 2L=2 L _ M -L^2L = o, 

7 « 

V " , -v 2 — * 2 — ~ ^ 

z + * — T *1 °* 

XV/-^- = o, 

v w v ti 

V” +u LrL = 0i 

« 

_ w _ff 

r+^Lr^ = 0 , 

b 


et il n'y aura plus qu’à éliminer de ces équations les deux inconnues A et a; 
ce qui peut se faire de plusieurs manières, lesquelles fourniront aussi des 
équations différentes, ou présentées différemment pour l’équilibre des trois 
corps attachés au fil; nous choisirons celle qui paraîtra la plus simple. 

On voit d’abord que si l’on ajoute respectivement les trois premières 
équations aux trois suivantes et aux trois dernières, on obtient ces trois-ci, 
délivrées des inconnues A et fj.\ 

X'+X'+X*=o, 

Y'+Y"+r=o, 

Z'-t- Z'4-Z w =o, 


lesquelles montrent que la somme de toutes les forces parallèles à chacun 
«les trois axes des coordonnées doit être nulle, et ne sont qu’un cas particu- 
lier des équations générales trouvées dans la sect. III, $} I. 

Il ne reste donc plus qu’à trouver quatre autres équations; pour cela, 
faisant abstraction des trois premières, j’ajoute respectivement les trois du 
milieu aux trois dernières; j’ai celles-ci, où « ne se trouve plus: 

X" -+- X" — x') = o, 

Y*4_ Y w + r') = o, 

7/ -h Z" -t = o; 
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et qui, par l'élimination de A, donnent les deux suivantes : 

Y ff + Y "-ÿ^ ( X'+ xW )=°, 

zw -ÿE^(X"+x w ) = o. 

KnHn, considérant séparément les trois dernières équations qui contien- 
nent u seul, et éliminant u, on aura ces deux autres-ci : 



Ces sept équations (*) renferment les conditions nécessaires pour l’équi- 
libre des trois corps, et étant jointes aux équations de condition f et g égales 
à des quantités données, suffisent pour déterminer la position de chacun 
d’eux dans l'espace. 

13. Si le fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre corps, 
tirés respectivement par les forces X', Y*, Z', X", Y", ’L " , X w , etc., sui- 
vant les directions des trois axes des coordonnées rectangles, on trouverait, 
par des procédés semblables, qu’il me parait inutile de répéter, les neuf 
équations suivantes pour l’équilibre de ces quatre corps : 


o, 
o, 

( *) Il est à peine besoin de faire observer que ces sept équations sont , en quelque sorte , évidentes 
à priori, et qu’on pourrait les écrire sans recourir au principe des vitesses virtuelles. Mais le but de 
Lagrange n’est pas de traiter chaque question particulière de la manière la plus simple; il veut seule- 
ment montrer comment on peut se dispenser d'un raisonnement spécial à chaque cas, et réduire la 
Statique h un simple mécanisme de calcul. Lagrange, du reste, n'a jamais dit, ni prétendu dire 
qu'il fût convenable d’aborder ainsi l'etude de la Mécanique. (/. Bertrand .) 


x'+ r + x' + x'^o, 

Y' -h Y" -h Y M -h Y” = o, 
// + Z" 7" -+- Z‘* = o, 


Y" -h Y" -h 


Z" + 77 - 4 - 7" — i*— ^ 


(X" + X*-i- X") = 
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Y w -4- Y”— (X w + X ") = o, 

7j m -h Z” - £=£ {\ m + X") = o. 


Y" — 



= o. 


Z" 



o. 


n'! 


Il est facile maintenant d’étendre cette solution à tel nombre de corps 
qu'on voudra, et même au cas de la funiculaire ou chaînette; mais nous trai- 
terons ce cas en particulier, par la méthode exposée dans le § II de la section 
précédente. 

14 . On aurait une solution plus simple, à quelques égards, si l’on intro- 
duisait d'abord dans le calcul l’invariabilité des distances,/, g, etc. 

\insi, en se bornant au cas de trois corps, et nommant 4 > 4* les angles 
que les lignes g font avec le plan des x, y , et ®, <p' les angles que les pro- 
jections de ces lignes sur le meme plan font avec l’axe des .r, on aura 

x" — x' =,/eos ® cos 4 j x" — /=/ s m*cos4, z " — ï'=,/sin4, 

x m — x" =. g-cos®'cos4\ y '" — _y''=£sin®'cos4> s w — z" — g sin4- 

Substituant les valeurs de x", y", z" x m , y m , z"' tirées de ces équations dans 
la formule générale de l’équilibre de trois corps, 

XV.r'-f- Y '«(>•' -H Z ’dz'H- \"dx" -+- Y’dy" -<r7Jdz" 

- 4 - X m dx n - h Y n dy m + Z m dz m = o, 

en faisant varier simplement les quantités x', y', z', ®, ®', 4; 4> d° nt les 
variations demeurent indéterminées, et égalant séparément à zéro les quan- 
tités multipliées par chacune de ces variations, on aura les sept équations : 

V + X'+X*=o, 

Y' + Y*+ Y*= o, 

Z' + Z" -4- Z" = o, 

(X" - 4 - X w ) sin ç — (Y'-+- Y w ) cos® = o, 

X"sin ®' — Y* cos $ — o, 

(X"-4- X w )cos® sin4 -t- (Y' Y w ) sin ® sin4 — (Z"-H Z") cos 4 = o, 
X m cos ®' sin 4' -t- Y" sin ®' sin 4* — Z OT cos 4* = o, 

Mèc. anal. I. *5 
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dont les cinq premières coïncident immédiatement avec celles qu’on a trou- 
vées dans l’art. 12, par l’élimination des indéterminées A et u, et dont 
les deux dernières s’y réduisent facilement, en éliminant les Y*, Y w par le 
moyen de la quatrième et de la cinquième. 

Mais si de cette manière on parvient plus directement aux équations 
finales, c'est qu’on a employé une transformation préliminaire des variables, 
laquelle renferme les équations de condition ; au lieu qu’en employant immé- 
diatement les équations avec des coefficients indéterminés, comme dans 
l'art. 12, la solution du problème est réduite à un pur mécanisme de calcul. 
De plus, on a, par ces coefficients, la valeur des forces que les verges y et g 
doivent soutenir par leur résistance à s’allonger, comme on le verra ci-après. 


Ij. Si l’on voulait que le premier corps fût fixe, alors les différences il.c', 
dy' , dz' seraient milles, et les ternies affectés de ces différences disparaîtraient 
d'eux-mêmes dans l'équation générale de l’équilibre. Ainsi les trois équa- 
tions de l’art. 12, savoir, 


X'_j.(x w -.f') = o, Y'-j.(/'-r') = o, 71 — j.(z" 


z ) = o, 


n’auraient point lieu ; donc les équations 


X'-t-X'-f- X w -t- ... = o, Y' Y"-t- Y"-t- ... = o, Z'+Z’+ZV-.^O, 


n’auraient pas lieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les mêmes. 
Ce cas est, comme l’on voit, celui où le fil serait attaché fixement par une 
de ses extrémités. ' 

Et si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait non-seule- 
ment dje'—o, dy' =■ o, dz' — o, mais aussi d. r Wrtc =o, dy'" He — o, 
dz mnc = o; et les termes affectés de ces six différences dans l’équation géné- 
rale de l’équilibre disparaîtraient, et feraient, par conséquent, disparaître 
aussi les six équations particulières qui en dépendent. 

En général, si les deux extrémités du fil n’étaient pas tout à fait libres, 
mais qu’elles fussent attachées à des points mobiles suivant une loi donnée, 
cette loi, exprimée analytiquement, donnerait une ou plusieurs équations 
entre les différences dx' , dy', dz' qui se rap|>ortent au premier corps, et les 
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différences rfr”' 1 ' - , dy m ' u , dz mttt ', qui se rapportent au dernier; et il fau- 
drait ajouter ces équations multipliées chacune par un nouveau coefficient 
indéterminé, à l'équation générale de l'équilibre trouvée plus haut; ou bien 
on substituerait dans cette équation générale la valeur d’une ou de plusieurs 
de ces différences, tirée des équations dont il s’agit, et l’on égalerait ensuite 
à zéro le coefficient de cliacune de celles qui restent, ainsi qu’on l’a fait 
ci-dessus (art. 14 ). Comme cela n’a aucune difficulté, nous ne nous y arrê- 
terons pas. 

16 . Pour connaître les forces qui proviennent de la réaction du fil sur les 
différents corps, il n’y aura qu’à faire usage de la méthode donnée pour cet 
objet dans la section précédente (art. a). 

On considérera donc que l’on a, dans le cas présent, 

rfL = _ (*"-*') (dx’-dx') H- (y"— y') (Jy'-d,-) •+- (=“-*') (dz'-dz' ) 

m _ dg = (dx^—x") -+- (/"—y") + {dz^-dz”) ] 


Donc, i”. on aura, par rapport au premier corps dont les coordonnées 
sont x', y', z', 

dl, _ x"—x' dL y"— ï dh i 

, 7 ?~ / ’ dy / ’ dz'— j ’ 

donc 

Ainsi le premier corps recevra par l’action des autres une force égale à A, 
et dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par l’équa- 
tion d L = df — o, en y faisant varier simplement x' , y' , z' ; or il est visible 
que cette surface n’est autre chose qu’une sphère dont le rayon est /, et 
dont le centre répond aux coordonnées x", y", s" ; par conséquent , la force A 
sera dirigée suivant ce même rayon, c’est-à-dire le long du fil qui joint le 
premier et le second corps. 

a". On aura de même, par rapport au second corps dont les coordonnées 

i5. 
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I l 6 

n nu 

sont X y y z , 

dL 

\ix” 

donc 


x ” — x' 


f ’ 


d L y 1 * — y' d L z" — z' 

-p — ~ r~ ’ 5 


7 dl, ' 



' flx 

> '‘"VF, 

) +(**) 


|/(J , -X , ) 1 + (y"-y'Y ± & 

f 


-T 


i; 


d’où il s'ensuit que le -second corps recevra aussi une force A dirigée per- 
pendiculairement à la surface dont l’équation est r/L = <[f — o, en faisant 
varier .r*, y", z" ; cette surface est de nouveau une sphère dont le rayon 
est f, mais dont le centre répondra aux coordonnées x',y', z' du premier 
corps; par conséquent, la force A qui agit sur le second corps sera aussi 
dirigée suivant le fil / qui joint ce corps au premier. 

1". On aura encore, par rapport au second corps, 



De sorte (pie le second corps sera poussé de plus par line force égale à u, 
dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par l’équation 
i/g = o, en faisant varier x", y ", z"; cette surface n’étant autre chose qu’une 
sphère dont le rayon est g, il s'ensuit que la direction de la force u sera 
suivant ce rayon, c’est-à-dire suivant le fil qui joint le deuxième corps au 
troisième. 

On fera le même raisonnement par rapport aux autres corps, et l’on en 
tirera des conclusions semblables. 


17. II est évident que la force A produite dans le premier corps, suivant 
la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et. la force égale à A, niais 
directement contraire, qui agit sur le deuxième corps, suivant la direction 
du même fil, ne peuvent être que les forces qui résultent de la réaction de ce 
fil sur les deux corps, c’est-à-dire de la tension que souffre la portion du 
fil interceptée entre le premier et le deuxième corps; de sorte que le coeffi- 
cient A exprimera la quantité de cette tension. De même le coefficient u expri- 
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niera la tension de la portion du (il interceptée entre le deuxième et le troi- 
sième corps, et ainsi de suite. 

Au reste, on a supposé tacitement, dans la solution du problème dont il 
s'agit, que chaque portion du fil était non-seulement inextensible, mais aussi 
roide, en sorte qu’elle conservait toujours la même longueur; par consé- 
quent, les forces A, u, etc., n’exprimeront les tensions qu’autant qu'elles 
seront positives et tendront à rapprocher les corps ; mais si elles étaient 
négatives et tendaient à les éloigner l'un de l’autre, alors elles exprimeraient 
plutôt les résistances que le fil doit opposer au corps par le moyen de sa 
roideur, on incompressibilité. 

18 . Pour confirmer ce que nous venons de démontrer, et pour donner 
en même temps une nouvelle application de nos méthodes, nous suppose- 
rons que le fil auquel les corps sont attachés soit élastique dans le sens de sa 
longueur, et susceptible d’extension et de contraction; et que F, G, etc., 
soient les forces de contraction des portions du fil f, g, etc., interceptées 
entre le premier et le deuxième corps, entre le deuxième et le troisième, etc. 

Il est clair, par ce qu ’011 a dit, dans l’art. 9 (*) de la sect. II, que les 
forces F, G, etc., donneront les moments Fr// -t- G dg, etc. 

Il faudra donc ajouter ces moments à ceux qui viennent de l’action des 
forces étrangères, et que nous avons vus plus haut (art. 11) être représentés 
par la formule 

X'r/.r'-f- Ydy^r 7Jdz'+ dx’ Y"r/)-"+ Z " dz" 

■+■ \ m dx m -+- Y m dy m -h 7J"dz m + . , 

pour avoir la somme totale des moments du système; et comme il n’y a 
d’ailleurs aucune condition particulière à remplir, relativement à la dispo- 
sition des corps, on aura l’équation générale de l’équilibre en égalant sim- 
plement à zéro la somme dont il s’agit; cette équation sera donc 

X'r/.r'-f- \'d/-h l' dz -+- \"dx"-h Y'^' + ZVî'-t- X m cLr m 
-+- Y m dy m -h 7”dz m +-...+ F df+ (>dg -+■ ... = o. 

(*) Il vaut mieux renvoyer, pour l'évaluation de ces moments, A l’art. 4 de la sect. Il; on y trou- 
vera la démonstration du résultat indiqué ici. Quant à l’art. 9, nous avons fait remarquer qu’il sup- 
pose l’emploi d’une locution détournée qui n’est pas sans inconvénients. {/. /irrtmml.) 
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Substituant les valeurs de df, dg, etc., trouvées ci-dessus (art. 12), et 
égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des différences <£»■', 
dy ' , etc., on aura les équations suivantes pour l’équilibre du (il , dans le cas 
dont il s’agit: 


X' 


V' 


F (æ* — x') 

J “ 

P (y"- y) _ 
/ 


O, 


O» 


7/ r 



O, 


V» , G(x*-x») _ 

+ ' / e 

Y" -H & - G = G 

s 


Y"-+- 


G r”) _ 


Z «q L Gj^- f! ) =0) 


lesquelles sont analogues à celles du meme article, pour le cas où le fil est 
inextensible, cl donnent, par la comparaison, A= F, n = G, etc. 

D’où l’on voit que les quantités F, G (*), etc. , qui expriment ici les forces 
des fils supposés élastiques, sont les mêmes que celles que nous avons trou- 
vées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces des mêmes fils, dans la 
supposition qu’ils soient inextensibles. 

19. Reprenons encore le cas d’un fil inextensible chargé de trois corps, 
mais supposons en même temps que le corps du milieu [misse couler le long 
du fil; dans ce cas, la condition du problème sera que la somme des dis- 


' * il ( 1*1 évident, à priori , qu’il doit en être ainsi; et ri Lagrange s’est abstenu de le faire remar- 
quer, c’est pour la raison indiquée plu» haut (art. 12). On comprend, en effet, qu’une fois l'équi- 
libre établi, le fit ay^nt pris une certaine longueur qui ne varie plus, peu importe que cette longueur 
soit ou ne soit pas assujettie à demeurer constante. (/. Bertrand. ) 
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tances entre le premier et le deuxième corps, et entre le deuxième et le 
troisième, soit constante; ainsi nommant, comme ci-dessus, y' et g ces dis- 
tances, on aura /" -|- g — const., et, par conséquent, d/-t- dg — o. 

On multipliera donc la quantité différentielle df- (- dg par un coefficient 
indéterminé A, et on l’ajoutera à la somme des moments des differentes forces 
qu’on suppose agir sur les corps, ce qui donnera cette équation générale 
de l'équilibre, 

XV.r' -t- X'd/-h7Jdz'+ XV.r'+ \"dy" + Vdx”+ X'V.r" 

H- Y m dy m + 7fdz m + *(df+ dg) — o ; 

d’où (en substituant les valeurs de df et dg, et égalant à zéro la somme des 
termes affectés de chacune des différences d.v' , dy' , etc.) on tirera les équa- 
tions suivantes pour l’équilibre du fil: 


X' — A’ 


/ 


Y'-A^- = o, 

-tt -t 

7 / Z — 

Z A -j- o, 
X*4-a(^'-^-^) = o, 
r+A(^-^) = o, 

fz’—z' z”—z"\ 

\~r r-) = °’ 


Z'+A 


g 


= O, 


Y"+A^— - 21 = o, 

s 

r/m . % _ 

L -f- A — o, 

g 


dans lesquelles il n’y aura plus qu’à éliminer l’inconnue A. 

On voit par là comment il faudrait s’y prendre, s’il y avait un plus grand 
nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement au fil, et dont les 
autres v pussent couler librement. 
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Ç U. — De ï équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge 

inflexible et roide. 

20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une verge 
inflexible, en sorte qu’ils soient obligés de garder toujours entre eux les 
mêmes distances; il faudra, dans ce cas, que l'on ait non-seulement df— o 
et dg = o, mais que la différentielle de la distance entre le premier et le 
troisième corps, que nous désignerons par h, soit aussi nulle; par consé- 
quent, en prenant trois coefficients indéterminés, A, u, v, on aura cette 
équation générale de l’équilibre, 

X'eLc — Ydj'-h7Jdz'-h XV.r"-+- YVr'+ZVî'-f X m dx m 
-+- Y dy'" -f- TT df” -y- hdf- 1 - « dg -f- » dh = o. 

Us valeurs de df et dg ont déjà été données ci-dessus; à l’égard de celle 
de dh, il est clair qu’on aura 

h = ~ït+ (z”- z’y, 

et, par conséquent, 

JL (x*— a-') (dx m — dx f ) -I- (.r*— f) {dy"—dy') + (z m —z’) (dt m —dz') 

ah — * l 


Faisant ces substitutions, et égalant à 7.éro la somme des termes affectes de 
chacune des différences dtc' , dy', etc., on aura ces neuf équations parti- 
culières : 


X' — A 


Z' - A 


x u —x' 

x"—x' 

J 

h “ °’ 

r ff —y 

y® — y* 
T 1 ” 0 ’ 

z"— z' 

z m — z' 

f 

A — °’ 

x’ — x' 

x m —x" 

f 

g ~ 0 ’ 

U 

y* y* 

- = 0, 


g 

-N 


Z" Z Z” — Z” 

- u = O, 


/ 
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I -1 I 


X»+a* 

x”—x" 

X ” J*' 

1 ■ - ■ ■ n 

g 

-(- » h — o. 

Y" -ru 

y"— y" 
g 

y m — y 1 

+ 'V =°’ 

Z w -t-^ 

z * z * 

z m —z' 

; y ... - O 

s 

! ’ h 


d’où il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées A, /u , r. en sorte 

qu’il ne restera que six équations pour les conditions de l’équilibre. 

• 

21. D’abord il est clair, par la forme même de ces équations, qu’en ajou- 
tant respectivement les trois premières aux trois suivantes et ensuite aux trois 
dernières, on obtient sur-le-elianip ces trois équations délivrées de A, u, v, 

X'-t- X"-i- X ." 1 — o, • 

Y' -h Y" -+- Y m = o, 

Z' -+- Z" -+- Z" = o. 

Rien n’est plus facile que de trouver encore trois autres équations par 
l’élimination de A, u, r; mais pour y parvenir de la manière la plus simple 
et la plus générale, je commence par déduire des équations de l’article pré- 
cédent ces neuf transformées : 

xy - y v - a = o. 


xv — zv — a 


/ 

zy - a '‘y"-* 1 " 


z'x m — x'z " 1 

=o, 

~h 


XV - Y "V +- A tlL- x 'y" _ = o. 


XV' - Z'V h- A 


Y V' - ZV -+- A 


i 

i'x" — x'x" 

f 

z'y" - y a» 

/ 


B 

z"x"— x"z m 
-U = o, 


// 

- U — = O, 


Y . y x — x"y , y x — x y 

\ y — Y x -f -/u- h v , — — = o, 

g h 

\mrn rjm m z” x m —x tt z w z'x m — X , z* 

A Ci X —f— /LL — J— V i = O» 

g * 

V » m m 7» », z" y 1 " —y" z* z'y m — y' z w 

Y Z — L y -h u —■ « — 1- v -'—f— = o, 

Mec. anal. I. 


l6 
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lesquelles étant, comme l’on voit, analogues aux équations primitives, don- 
neront de la même manière, par la simple addition, ces trois-ci : 

xy — YV -4- \"r"— YV' +■ xy — Y***= o, 

XV - ZV + XV — ZV" 4 - X*V - ZV = o, 

YV — zy 4- YV — ZV" -+- Y*V — ZV W = o. 


Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme des forces 
parallèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle ; les trois 
que nous venons de trouver renferment le principe connu des moments ( en 
entendant par moment le produit de la puissance par son bras de levier), par 
lequel il faut que la somme des moments de toutes les forces, pour faire 
tourner le système autour de chacun des trois axes, soit aussi nulle. Ainsi ces 
six équations ne sont que des cas particuliers des équations générales données 
dans la sect. III, §§ 1 et II. 

22. Si le premier corps était fixe, alors les dillérences d. r', dy' , dz' seraient 
milles, et les trois premières des neuf équations de l’art. 20 n’existeraient 
pas ; il n’y aurait donc alors que six équations, qui, par l’élimination des trois 
inconnues A, u, >, se réduiraient à trois. 

Pour arriver à ces trois équations, on peut s’y prendre d’une manière 
analogue à celle dont on s’est servi (jour trouver les trois dernières équations 
de l’article précédent, pourvu qu’on ait soin de faire en sorte que les trans- 
formées ne renferment point les indéterminées A et r qui entrent dans les trois 
premières dont il faut maintenant faire abstraction ; or c’est ce que l’on 
obtiendra par ces combinaisons : 


x* (/'— /) - Y"( x a — a?) — yu =0 , 

X" ( - O - Z'( V -X') - fi - («'-«*) fr ÜT-O = o, 

Y" ( z" — z') — —y') — fi = G , 


X*(/*-/)-YV"-*')4-a 

X"(z”-z')-Z a {x m -x')-hf 

Y“( Z *'(/'-/) + * 


( ■ ) (x w -xQ - (x’-'-x') . , 


S 


— j') ( x m — J»)— (!<"— y) (a»— a*) 

(r '"-.r") -(V-/) (»"-*') 


== 
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et si l’on ajoute maintenant les trois premières de ces transformées aux trois 
dernières, on aura sur-le-cliamp ces trois-ei : 

- Y " ( .r" — jf) -t- X*(.r*-/) - Y w (x w - x') = o. 

X "( z" _ s ') _ Z'{ x” — x') ■+- X*( z m — z') — V ( x m — x') = o, 

» ( S — z ) — Z ( Y — y ) -+- Y (2 — S ) — Z (,) — y ) = o, 

lesquelles auront toujours lieu, quel que soit l’état du premier corps, puis- 
qu'elles sont indépendantes des équations relatives à ce corps. Ces équations 
renferment, comme l’on voit, le même principe des moments, mais par rap- 
port à des axes qui passeraient par le premier corps. 

25. Supposons qu’il y ait un quatrième corps attaché à la même verge 
inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient x" \y" , z ", et les 
forces parallèles à ces coordonnées X”, Y”, Z”. 

Il faudra donc ajouter à la somme des moments des forces, la quantité 

X."dx" + Y” <■//”-+- 7rdz"-, 

ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer con- 
stantes, on aura, par les conditions du problème, non-seulement df — o, 
dg ■= o, dh = o, comme dam le cas précédent, mais aussi dl — o, dm = o, 
dn — o, en nommant /, m , n, les distances du quatrième corps aux trois pré- 
cédents. Ainsi l’équation générale de l’équilibre sera, dans ce cas, 

X'dx' -+- Y'dr' -t- ZV/z’-f- X"<£r"-+- Y n dy” +- Z*dz"+- X m dx m 
■+■ Y m djr m ■+■ Z"dz " -+- X‘V.r”-t- YV/’-t- Z’dz" 

•4- hdf -+- udg -t- r dh -f- 7 rdl -+- p dm ■+■ zdn = o. 

Les valeurs de df\ dg , dh sont les mêmes que ci-dessus; quant à celles de 
(//, dm, dn, il est visible qu’on aura 

I = v/p- x')*-+- (r- y y+ ( Z "_ I 7y, 
m = v/(.r”- *')'+ (y- yy+ (*•'- z'y, 
n = s /( x "-x m y+(y'-yÿ +(:”-zY, 

.6. 
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1*4 

ut, par conséquent, 

(U ~ < J " — — '/.r'I-Hr 1 ’— 'Vl-H*"— 

dtn = r") (<fr"— **) ‘ g" ) > 

ni 

dn — (J 1 *— J”) (rfx 1 * — -!-(■?'" — y m ) (rfy 1 * — tfy m )+(x" — t" ) [dt" — tU m ) 


Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la somme des termes a fiée tés de 
chacune des différences dx\ dy', etc. , on trouvera douze équations particu- 
lières, dont les neuf premières seront les mêmes que celles de l’art. 20, en 
ajoutant respectivement à leurs premiers membres les quantités suivantes : 



et dont les trois dernières seront 


X"-+- T 

Y ” -t- 7t 



Z” 




24. Comme il y a en tout douze équations, et qu’il y a six indéterminées, 
A, u, p, t, p, (T , à éliminer, il ne restera, pour les conditions de l’équilibre, 
que six équations finales, comme dans le cas de trois corps; et l’on trouvera 
par une méthode semblable à celle de l’art. 21, ces six équations analogues 
à celles de cet article, 

X'-H X'-f- X w -t- X”= o, 

Y' h- Y" -h Y" Y”= o, 

Z'+Z'+Z*+ Z”= o, 
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xv— xv 
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— Y*x" -+- xy— 

i a 5 

YV= o, 

XV — 

ZV-H 

XV— ZV+ XV 

— TT x" ->r XV — 

Z"x”= o, 

YV — 

z y .+. 

Y*.* 7* y* -f- 

- Z T y" -y- YV' - 

zy = o. 


Au lieu des trois dernières, on pourra aussi substituer les trois suivantes, 
qu’on trouvera par la méthode de l’art. 22, et qui, étant indépendantes 
des équations relatives au premier corps, ont l’avantage d'avoir toujours 
lieu, quel que soit l'état de ce corps : 


X'(y_/) _ Y"(x*- x') -+- X* (/*-/) -Y'V”- x') 

-+■ x w Cr" — /) - Y" [x"~ x') — o, 

X w ( z " — z') - Z" (x' — x') -h X w (z"" — a') - Z w (.r® — x') 
■+■ X”(a” - a') - Z" (x"- x') = o, 

Y* ( z" — z') - Z" (y* -y) -+- Y w (z'"~ s') - Z w (j”-/) 
■+■ Y" (a"'— a') — Z" (j”-/) = o. 


25. On voit maintenant comment il faudrait s’y prendre pour trouver les 
conditions de l’équilibre d’un nombre quelconque de corps attachés à une 
verge ou à un levier inflexible. En général, il est visible que, pour que la posi- 
tion respective des corps demeure la même, il suffit que les distances des trois 
premiers corps entre eux soient constantes, et que les distances de chacun des 
autres corps à ces trois-ci le soient aussi ; puisque la position d’un point quel- 
conque est toujours déterminée par les distances de ce point à trois points 
donnés. On fera donc, pour chaque nouveau corps qu’on ajoutera au levier, 
les mêmes raisonnements et les mêmes opérations qu’on a faites dans l’art. 25, 
relativement au quatrième corps, et chacun d’eux fournira trois nouvelles 
équations particulières, avec trois nouvelles indéterminées à éliminer; en 
sorte que les équations finales seront toujours en même nombre que dans le 
cas de trois corps, et elles seront de la même forme que celles que nous 
venons de trouver dans l’article précédent. 

Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que nous 
avons trouvées en général pour l’équilibre d’un système quelconque libre, 
dans les art. 5 et 9 de la sect. III. En effet, puisque, à cause de l’inflexi- 
bilité de la verge, les distances des corps entre eux sont inaltérables, il 
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s'ensuit que l’équilibre doit avoir lieu si les mouvements de translation et de 
rotation sont détruits : on aurait donc pu, par cette seule considération, 
résoudre le problème précédent, d’après les formules des articles cités; mais 
nous avons cru qu’il n’était pas inutile d'en donner une solution directe, et 
tirée des conditions particulières de la question. 

§ III. — De l’équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge 

à ressort. 

20. Considérons de nouveau le cas de trois corps joints par une verge, et 
supposons de plus que la verge soit élastique dans le point oii est le second 
corps, en sorte que les distances de celui-ci au premier et au dernier soient 
constantes, mais que l'angle formé par les lignes de ces distances soit variable, 
et que l’elfet de l’élasticité consiste à augmenter cet angle, et, par consé- 
quent, à diminuer l'angle extérieur formé par un des côtés et par le prolon- 
gement de l'autre. 

Nommons la force de l’élasticité (*) K, et e l’angle extérieur qu'elle tend à 
diminuer; le moment de cette force sera exprimé par Erfc (sect. II, art. 9) ; 
de sorte que la somme des moments de toutes les forces du système sera 

X'dv’-h Y V/h- 71 dJ -t- XV/+ Y "dy"-h 71' dz" 

-h \ m dx m -h Y m dy m +■ Z m dz m H- E de. 

Or les conditions du problème sont les mêmes ici que dans l’art. 12, 
c'est-à-dire df = o et dg — o. Doue on aura cette équation générale de 
l'équilibre, 

X'dx'-h YV/-h ZV='-H XV. c" -t- Y'rf/+Z'*'+ X m dx a 
-+- r<i/+ Z m ds m + Edc-+- Mlf- 1 - u-dg — o ; 

et il ne s’agira que d’y substituer les valeurs de de, df, dg ; celles de df et dg 
sont les mêmes que dans l’article cité. 


(*) Le mot force est ici détourné de sa signification habituelle. Lagrange regarde comme évident 
que l'ensemble des forces qui sont produites par l'élasticité ayant une somme de moments égale a zéro 
lorsque l’angle e est invariable, cette somme peut être considérée, en général, comme proportionnelle 
à de, et il la représente alors par E r/c, E n'exprimant une force que si l’on adopte la convention 
du paragraphe 0, sect. II. Foytt la note relative à ce paragraphe. (/. Bertrand. ) 
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Pour trouver la valeur de de , on remarquera qu’en nommant, comme 
dans l’art. '20, h la distance rectiligne entre le premier corps et le troisième, 
dans le triangle dont les trois côtés sont f, g, h, l’angle opposé au côté k est 
i8o° — e ; en sorte que, par le théorème connu, on aura 


f'+g'-h' 

— COS C — ‘ ®r— î 

*Jg 


d’où l’on tirera par la différentiation la valeur de dc\ et comme, par les 
conditions du problème, on a 


d/= o et dg = o, 


il suffira de faire varier c et h, ce qui donnera 


de — — 


hdh 

J g «ne’ 


cette valeur étant substituée dans l’équation précédente, il est facile de voir 
qu’elle deviendra de la même forme que l’équation générale de l’équilibre 

dans le cas de l’art. 20, en supposant dans celle-ci — -—4 — par 

J 8 5,D e 

conséquent, les équations particulières seront encore les mêmes dans les deux 
cas, avec cette seule différence que, dans celui de l’article cité, la quantité r 
est indéterminée et doit, par conséquent, être éliminée; au lieu que, dans le 
cas présent, cette quantité est toute connue (*), et qu’il n’y a que les deux 
indéterminées A, u à éliminer; en sorte qu’il doit rester une équation finale 
de plus que dans le cas cité, c'est-à-dire sept équations finales au lieu de six. 
Or comme, soit que la quantité * soit connue ou non, rien n’empêche de 
l'éliminer avec les deux autres A, u, il est clair qu’on aura aussi, dans le cas 
présent, les mêmes équations qu’on a trouvées dans les art. 21 et 22; et 
pour trouver la septième équation, il n'y aura qu’à éliminer A dans les trois 
premières, ou h dans les trois dernières des neuf équations particulières de 

l’art. 20, et substituer pour v sa valeur — 7 - • 

* J g sine 


{*) U faudrait, pour que v fût coosidére comine quantité connue, que E et e le fussent eux- 
mêmes; or il n’en est pas ainsi : e est une inconnue dont la détermination est l'un des objets que l'on 
se propose, et F. est une fonction inconnue de c. On pourrait, il est vrai, énoncer le problème eo se 
donnant la valeur de e; mais E resterait toujours inconnu, et ne parait pas susceptible d’une déter- 
mination directe. (J, Bertrand.) 
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27. Au reste, si clans la valeur de de on n'avait pas voulu supposer df 
et dg nuis, on aurait eu une expression de cette forme 

de = — J 1 ' 1 !' - -4- A df -+- B dg. 

J g sine J 

A et B étant des fonctions de j, g, h, sine ; alors les trois termes 

E de -t~ Xdf -(— udg 

de l'équation générale seraient devenus 

_ dh -f- (EA -4- X) df -h (EB u) dg. 

Mais, X et u étant deux quantités indéterminées, il est visible qu’on peut 
mettre à leur place X — EA, « — EB; moyennant quoi la quantité dont il 
s’agit deviendra 

— i dh ■+■ Xdf -4- udg, 

comme si/’ et g n'eussent point varié dans l'expression de de. 

Si plusieurs corps étaient joints ensemble par des verges élastiques, on 
trouverait de la même manière les équations nécessaires pour l’équilibre de 
ces corps, et, en général, notre méthode donnera toujours, avec la même 
facilité, les conditions de l’équilibre d’un système de corps liés entre eux 
d’une manière quelconque, et animés de telles forces extérieures qu’on vou- 
dra. La marche du calcul est, comme l'on voit, toujours uniforme, ce qu'on 
doit regarder comme un des principaux avantages de cette méthode. 

CHAPITRE III. 

nr l'éQI ILIBRF. n’iiB FIL DOKT TOl'S LES POINTS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUE.*, 
ET QUI EST SUPPOSÉ FLEXIBLE, OU INFLEXIBLE , OU ÉLASTIQUE, ET EU MÊME TF.MPS 
EXTENSIBLE OU HOK. 


28. C’est ici le lieu d’employer la méthode que nous avons exposée dans 
le § il de la sect. IV. 

Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes les forces 
extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient réduites à trois, X, 
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Y, Z, dirigées suivant les coordonnées rectangles .r, > , : de ce point. Ainsi, 
en nommant d m l'élément du fil, lequel est proportionnel à l'élément ds 
de la courbe, multiplié par l'épaisseur du fil, on aura, pour la somme des 
moments de toutes ces forces, relativement à la longueur totale du fil, cette 
formule intégrale (art. 12, sect. IV) 

S(XS.r 4- YS>” + Zîz)rfm; 

et comme la quantité \<lr 4- Y dy 4- Z dz n'est qu’une transformée de 
Vdp 4- Qc/c/ 4- R dr 4- . . . (art. 1), si les forces P, Q; R, etc., sont telles 
que cette quantité soit intégrable, en nommant II son intégrale, on aura, 
comme dans l'art. 25, sect. IV, 

XS.r 4- Y 4- Zi: = «II, 
et la. somme des moments sera exprimée par Sill(/m. 

g I. — De l'équilibre d'un fil flexible et inextensible. 

29. Considérons d’abord le cas d’un fil parfaitement flexible et inexten- 
sible ; l’élément ds de la courbe de ce fil étant exprimé par 

y/ dx 2 4- tly* 4- riz 3 , 

il faudra, par la condition de l'inextensibilité, que ds soit une quantité inva- 
riable, et qu’ainsi l’on ait, par rapport à chaque élément du fil, cette équa- 
tion de condition indéfinie ods — o. Multipliant donc iris par une quantité 
indéterminée A, et prenant l'intégrale totale, 011 aura S ^ids; et si l'on n’a 
point d’autre équation de condition, on aura l’équation générale de l’équi- 
libre, en égalant à zéro la somme des deux intégrales Sillc/m et Shods. 

Or ayant ds = \fdx 3 4- dy* 4- dz 1 , 011 aura, en différentiant suivant 5, 

-, . dxùdx -+- d\ idy riz i riz 
,ds= i /7 -Z ; 

donc 

Shods = S Mi 4- S -J- Idy 4- S ^ odz ; 

as as ' as 

changeant od en do, et intégrant par parties pour faire disparaître le d 

Mec . anal . I. 


n 
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avant s, suivant les règles données dans l'art. 15, sect. IV, on aura res 
transformées. 


Adjc » , X"<£r" » « Vilx’ * , c , Idx > 

s nr* dx = ~zr °' r - HT Sx - S(l HT S ' l > 
s li ^ = ~2?- V ~^ s -r~ SfL Ht *?• 
s -as- 8rf5 = ^ 8s ~ 

Ainsi l’équation générale de l'équilibre deviendra 

s[(Xr/ni -^^)5^ + (Y«/.n-</.-J)j.v+ ( Z <* B - d . ) èz ] 

rdx"-, » X*rfr»„ » lUt" , » X'dir'. , X'rf,' „ , X'^', , 


■*" ■rf? r ‘ 6r + 




ds" 


= °- 


30. On égalera d’abord à zéro (art. 16, section citée) les coefficients de 
S.r, S z sous le signe S, et Ton aura ces trois équations particulières et 

indéfinies, 

v j » X dx 

• \am — d . —j— = o, 

ds 

Y rfm — */ . = o, 

ds 

i ■ Xdz 

La m — a.-^- —o» 

d'où éliminant l'indéterminée A, il restera deux équations qui serviront à 
déterminer la courbe du fil. 

Cette élimination est très-facile, car on n’a qu’à intégrer les équations 
précédentes, ce qui donnera celles-ci : 

A -+- fXdm, 

B -t- fYdm, 

C -+- fTidm, 


ir/a _ 

JT — 

X dy _ 
ds 

Xdz _ 
Ht 
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il. C étant les constantes arbitraires ; ensuite on aura, en chassant A, 


dy B -I- f\ dm 

dx A-f- JXdm 

dz C -H J 7 . dm • 

dx X ■+■ fXdm' 

équations qui s'accordent avec les formules connues de la chaînette. 

Si l'on veut parvenir directement à des équations purement différentielles 
et sans signe J’, on mettra les équations trouvées sous cette forme. 


Xdm — _ rf* ~ = o, 

ds ds 

Y dm — — dx -j- — o, 

ds ds 


dz 


dz 


Xdm — A d.^ — — 


" ds 


ds 


d’où éliminant d A, on aura d'abord ces deux-ci : 


Xdy — Yilx 
ils 

Xdz — Zdx 

ds 


dm — A ^ ~ 
dm = *(£ 


, dx dx 

fl ^--dj 
, dx dx 



Ensuite si l'on multiplie les mêmes équations respectivement par ~ t • 
ou aura, à cause de 




l’équation 


Xdx -X Y dy -X Z dz 
ds 


dm — dh\ 


et il n'y aura plus qu’à substituer successivement dans cette dernière équa- 
tion les valeurs de A tirées des deux précédentes. 

ol. Comme la quantité A %ds peut représenter le moment d’une force A 
tendante à diminuer la longueur de l’élément ds (sect. IV, art. 6), le terme 
SAürff de 1 équation générale de l’équilibre du fil (art. 29) représentera la 
somme des moments de toutes ces forces A qu'on peut supposer agir sur 
tous les éléments du fil; en effet, chaque élément résiste, par son inextensi- 

•1 


* 
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hiüté, a l’action des forces extérieures, et l’on regarde communément cette 
résistance comme une force active qu’on nomme tension. Ainsi la quantité A 
exprimera la tension du fil. 

32. A l’égard de la condition de l'inextensibilité du fil, représentée par 
I invariabilité de chaque élément de la - courbe ds, on ne peut pas l’intro- 
duire dans l’équation «le la courbe, en remplacement de l’indéterminée A, 
comme dans le cas oii le fil forme un polygone, parce que, par la nature du 
calcul différentiel , la valeur absolue des éléments de la courbe, et, en général , 
de tous les éléments infiniment petits, demeure indéterminée. Mais aussi, par 
la même raison, il n’est pas nécessaire qu’il y ait autant d’équations que de 
variables, et il suffit d’une équation de moins pour déterminer une ligne, 
soit à simple ou à double courbure. Ainsi la solution que nous venons de 
trouver par notre méthode est complète à l’égard des équations différen- 
tielles, et ne demande plus que des intégrations qui dépendent des expres- 
sions des forces X, Y, Z. 


33. Considérons maintenant les termes de l’équation générale de l’art. 29, 
qui sont hors du signe S; et supposons, premièrement, que le fil soit entiè- 
rement libre. Dans ce cas, les variations ox', iz' et ix", oy", iz" , qui 
répondent aux deux points extrêmes du fil, seront toutes indéterminées et 
arbitraires; par conséquent, il faudra que chaque terme affecté de ces varia- 
tions soit nul de lui-mènie. Donc il faudra que l’on ait ?\ — o et A*’= o, 
e est-a-dire que la valeur de A devra être nulle au commencement et à la fin 
du fil. On remplira cette condition par le moyen des constantes. Ainsi, 
comme les trois premières équations intégrales de l’art. 50 donnent, poul- 
ie premier point du fil où les quantités affectées de /’ deviennent alors 


À’ ,/j- ' 

~W = V ’ 



</«' 


= C, 


et pour le dernier point du fil où /’ se change en S, 


Vdx* _ 
rîT 5- — A 


4- SXr/m, 


Vdy” 

ds" 


ri H— SX r/m, 


\"Jm' 

ds" 


C 4- SZr/ni, 


on aura, dans le cas dont il s’agit, 

A = o, b — o, C = o, 
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et 


SXdm = o, SYf/ni = o, SZc/m = o. 


Ces trois équations répondent, comme l'on voit, à celles de l’art. 12 de la 
section présente. 

34. Supposons, en second lieu, que le fil soit attache par un de ses bouts 
ou par tous les deux; et, si c’est le premier bout qui est fixe, les variations 
o.r’, or', Sx' seront milles, et il suffira d’égaler à zéro les coefiicients de o r", 
or", oz", c’est-à-dire de faire a" = o. 

Par la même raison, lorsque le second bout sera lixc, il suffira de faire 
A' = o. Mais si les deux bouts étaient fixes à la fois, alors il n’y aurait aucune 
condition particulière à remplir, puisque les variations Sx' , or', o:', o.r", 
o r", 03" seraient toutes milles. 

33. Supposons, en troisième lieu, que les extrémités du fil soient atta- 
chées à des lignes ou surfaces courbes, le long desquelles elles puissent glisser 
librement; et soient, par exemple, 

d-J = a de' ■+- b'df', dz" = a"dv" b'dy* 


les équations différentielles des surfaces auxquelles le premier et le dernier 
point du fil sont attachés. On aura pareillement, en changeant d en 0 , 


oV = «'Sx' -+- b' o'/ , 0 ;" = «"Sx" -h b" if"; 


on substituera donc ces valeurs dans les termes dont il s’agit, et l’on égalera 
ensuite à zéro les coefficients de o.c', if', ox", if". 

En général, 011 traitera la partie qui est hors du signe dans l’équation géné- 
rale de l’équilibre, comme si elle était seule, et qu’elle représentât l’équation 
de l’équilibre de deux corps séparés et placés aux extrémités du fil. 

36. Supposons, par exemple, que le fil soit attaché par ses deux bouts 
aux extrémités d’un levier mobile autour d’un point fixe. Soient a, b, c les 
trois coordonnées rectangles qui déterminent dans l’espace la position de ce 
point fixe, c’est-à-dire du point d’appui du levier; et soient de plus / la dis- 
tance entre ce point d’appui et l’extrémité du levier à laquelle est attaché le 
premier bout du fil , g la distance entre le même point d’appui et l’autre extré- 
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mité du levier à laquelle est attaché le second bout du (il, h la distance entre 
les deux extrémités du levier, et, par conséquent, aussi entre les deux bouts 
du til : il est clair que ces six quantités a, b , c,f, g, h sont données par la 
nature du problème, et il est visible en même temps que x ' , y\ z étant les 
coordonnées pour le commencement de la courbe du fil, et .c" , y ", z" les 
coordonnées pour la fin de la même courbe, on aura 


/= \f(a — x')’ -h (b — / Y + (c — T)’, 
g = y/ (a — x") a H -(b — .r')’-i- (c — =")% 

A = ■+■ (y— x 'Y H- (*'- *')*• 

Or ces quantités J\ g, h étant invariables, on aura, en difTérentiant par 8 ces 
trois équations de condition déterminées, 


(a - x')8x' -l- (b -/)§/-!- (c - z') lz' = o, 

(a — x")8x' , -+- (A — .v < ’)8j"-+- (c — z") iz"— o, 

(.r* — .r') (8.r"~ Sx') -+- (y" -y') (tf- 8/) -b (*'-*') (8s"- 8=') = o, 

les(pielles étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé, devront 
être aussi ajoutées à l’équation générale de l’équilibre. Ainsi, prenant a, £, y 
pour les trois coefficients dont il s'agit, et égalant à zéro les coefficients des 
six variations i.v', iy\ 8ï', Sx", 8y", iz", on aura autant d’équations parti- 
culières déterminées, qui seront 

Xdx' 


a (a — x') — y ( X* — x') 


tls' 

Vdy' 


— O, 


* (A — y') — y {y* — y') — = o, 

* (e — z') — y{ z" — z) — = O, 

f / / rt t\ ^ dx 

& (a . — x ) -t- y (x — x ) -h -jj,- = o, 

j9 ( b — y") — y (y 0 — y') -t- = o, 


P (c ~ *') +y(z u -z') + 


Ydt" 


( l S 


» 
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(les trois équations étant ensuite combinées avec les trois équations de 
condition ci-dessus, serviront à déterminer la position des deux extrémités 
du fil . 

( >n voit par là comment il faudra s'y prendre dans d'autres cas semblables. 


37. Enfin, si, outre les forces qui animent chaque point du fil, il y en avait 
de particulières appliquées aux deux extrémités du fil, et représentées par 
V, Y', 71 pour le premier bout du fil, et par X", 'l ", Z. pour le dernier bout , 
ces forces donneraient les moments 


\ i % / \'t x / . r/t \ t , \ ff x *att \ H 

o.r -+■ 1 oy -f“ /j q z -t~ \ o.r -f- î o)‘ -* ■ /* o - > 


et il faudrait ajouter encore cette quantité au premier membre de l'équation 
générale de l’équilibre, c'est-à-dire à la partie qui est hors du signe, laquelle 
deviendrait alors 


i h 

l"dx"' 

la*" -H 


i y tt , 

Vdz"\ 

( X -t- 

d," ; 

) V 

K L * jr) 

(V- 

À/ir' 

1 oV H- 1 

V - 

1 + 



et sur laquelle on opérerait, dans les différents cas, comme on vient de le voir 
dans les articles précédents. 

38. Supposons maintenant que le fil, animé dans tous ses points par les 
mêmes forces X, Y, Z, et tiré de plus, dans ses deux extrémités, par les forces 
X', Y', Z', X", Y", 7 " , doive être couché sur une surface courbe donnée, 
dont l’équation soit dz = pdx -f- qdy, et que l’on demande la figure et la 
position de ce fil sur la même surface pour qu’il soit en équilibre. 

Ce problème, qui serait peut-être difficile (*) à traiter par les principes 
ordinaires de la Mécanique, se résout très-facilement par notre méthode et par 
nos formules; en effet, par l’équation de la surface donnée, on a, en chan- 
geant d en o, »î = pè.v t/iy ; ainsi il n’y aura qu’à substituer cette valeur 
de Sz dans les termes sous le signe de l'équation générale de l’équilibre du 


(•) On ne comprend pas. comment I .a grange a pu considérer ce problème comme difficile à traiter 
directement. Les ♦‘quations auxquelles il parvient expriment simplement que les deux tensions aux 
extrémités d'un élément, étant combinées avec les forces qui sollicitent cet élément, donnent une 
rfsultante normale à la surface. Cette ropdition est évidente à priori'. {/. Bertrand.) 
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til (art. 29) , et ensuite égaler séparément à zéro les quantités affectées de i.r 
et de iy. On aura par ce moyen ces deux équations indéfinies, 

Xf/m — d . -+- p ( Zrfm — d . — °i 

Wm — d . 7 (’/jdm — d . — o, 

lesquelles serviront à déterminer la courbe du fil, étant combinées avec 
l'équation dz = pdx qdy de la surface, et étant débarrassées, par l'élimi- 
nation, de l’indéterminée A. 

39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa longueur 
à la même surface, on aura aussi, pour ses deux points extrêmes, 

Sz’ = p'te+q'$y' et iz" = p"ix”-yq'iy'. 

On fera donc encore ces substitutions dans les termes hors du signe de 
l'équation générale, ou plutôt dans la formule donnée dans fart. 37, dans 
laquelle on a eu égard aux forces X', Y', etc. ; on égalera ensuite séparément 
à zéro les quantités affectées de. chacune des quatre variations restantes 
i.v' , iy' , Sx”, iy" ; on aura ces quatre nouvelles équations déterminées, 


Y' 

Xdx' , 

(r- 


— O, 

j\ 

M ^ P ' 

\ 

HT) 

Y- 

Vdy' , , y 


Vdt' \ 


~3T + ? < 

Z — 

fis' ) 

1 = o, 


f."dx" n 

( z > 

V'dz" N 


X -+- 

'fis"- +P ' 

ds" , 

)=o, 

Y*-t- 

g.1? 

t£ 

f 

<5 

(Z" + 

)."dz"-\ 

1 = °> 


auxquelles il faudra satisfaire parle moyen des constantes. 

40. Mais au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire, la 
valeur de iz en i.x et « r tirée de l’équation às — pi. v — f/iy = o, on pour- 
rait regarder cette même équation comme une nouvelle équation de condition 
indéterminée ; il faudrait alors multiplier cette équation par un autre coef- 
ficient indéterminé u, en prendre l’intégrale totale, et l’ajouter à l’équation 
générale de l’équilibre (art. 29). De cette manière la partie sous le signe 
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deviendrait . 

| ^X</m — d. — up ^ o.r -+- ^ Y dm — d. ^ — uq ^ Sj* I 

‘ j + ^Zrfni-rf. *£ + *)«* (’ 

et l’on aurait immédiatement ces trois équations indéfinies, 

Xrfm — d. — up — o, 

Y rfm — d. ^ — uq = o, 

Z</m — d. ^ -fi = o, 


lesquelles, par l’élimination de fj., redonneront les mêmes équations déjà 
trouvées (art. 38). Mais ces dernières ont de plus l’avantage de faire con- 
naître en même temps la pression que chaque élément du fil exerce sur la 
surface, d’après la théorie donnée dans l’art. S de la sect. IV. 

En eflèt, il est facile de déduire de cette théorie que les termes 

u(iz — pix — qt>y), 
provenant de l’équation de condition 

»z — plx — qiy = o, 

peuvent représenter l'effet d'une force égale à u vT 1 -+- /> J -+- ( t)i et appli- 
quée à chaque élément ds du fil dans une direction perpendiculaire à la sur- 
face qui a [jour équation 

os — p ox — qijr = o, ou bien dz — pdx — qdy = o , 


c’est-à-dire à la surface même sur laquelle le fil est supposé couché. Cette 
surface, par sa résistance, produit la force u ^ i -+- p* -+- q 1 , laquelle sera, 
par conséquent, égale et directement contraire à la pression exercée par le 
fil sur la même surface (art. 7, sect. IV). De sorte que la pression de chaque 


point du fil sera égale à 


ou bien, en substituant les valeurs 


Miée» anal . I. 


.8 


Digitizêd by Google 



I 3K mécanique analytique. 

de k, up, uq tirées des équations ci-dessus, 

v/( xrf,n - d • Wÿ + ( Yr/m - ,l 7F )* ( Zf/m - ,l wÿ 

ds 


On appliquera ensuite les mêmes raisonnements à la partie de l'équation 
générale qui est hors du signe S, et l’on en tirera des conclusions analogues. 

41. Si le lil couché sur la surface donnée n’était tendu que par des forces 
appliquées à ses extrémités, on aurait X = o, Y = o, Z = o, et, par con- 
séquent, d A = o (art. 30) ; donc A est égal à une constante : ainsi la tension 
du fil serait partout la même (art. 31), ce qui s’accorde avec ce qu’on sait 
d’ailleurs. Dans ce cas, la formule générale de l’équilibre du fil se réduirait à 

xSZds -+- S«(o; — pSx — qiy) — o. 


dont le premier terme est la même chose que AS.Srfj ou àoj. Ainsi cette 
équation exprime que la longueur de la courbe formée par le fil sur la sur- 
lace représentée par l’équation dz — pdx — qdy = o doit être un maximum 
ou un minimum; et la pression exercée par le fil sur chaque point de cette 
surface sera alors 



. dx y 

r-a) + 

fi] 

M 


. // . / 

ds 

, dr\ 

1 / . dz\* 


Or on sait que \J ( d . ~ J -+- exprime l'angle de 

contingence de la courbe, lequel est égal à — , en nommant p le rayon oscu- 

• ’• i • à 6 , 

lateur. Ainsi la pression sera = - , et, par conséquent, en raison inverse du 
rayon oscillateur. 


5) 11. — De l équilibre d un fil, ou d'uru; surface flexible et en meme temps 
extensible et contractiblc . 

12. Jusqu’ici nous avons supposé que le fil était inextensible ; regardons-le 
maintenant comme un ressort capable d’extension et de contraction, et soit F 
la force avec laquelle chaque élément ds de la courbe du lil tend à se con- 


Digitized by Google 


PREMIÈRE PARTIE. — LA STATIQUE. * 1 3(( 

tracter; on aura, comme dans l'art. 18 (en mettant ds à la place de/ - , et en 
changeant d en o), pour le moment de cette force, et SFSrfr pour Jn 
somme des moments de toutes les forces de contraction qui agissent sur toute 
la longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale SFS<£r a 1 intégrale 
S(XS.r-f- ^ Iy -t- ZSz)rfm, qui exprime la somme des moments de toutes 
les forces extérieures qui agissent sur le fil (art. 28), et égalant le tout à 
zéro, on aura l’équation générale de l’équilibre du fil à ressort. 

Or il est visible que cette équation sera de la même forme que celle de 
l’art. 29 pour le cas d’un fil inextensible, et qu’en y changeant F en A, des 
deux équations deviendront identiques. On aura donc, dans le cas présent, 
les memes équations particulières pour l’équilibre du fil qu on a trouvées 
dans l'art. 50, en mettant seulement dans celle-ci F à la place de A; et si 
l'on élimine la quantité F, comme on a éliminé la quantité A, on aura, pour 
la courbe formée par un fil extensible, deux équations qui seront identique- 
ment les mêmes que celles qui ont lieu pour un fil inextensible. 

45. A l’égard de la quantité F qui représente l’élasticité ou la force de 
contraction de chaque élément ds, il est naturel de l’exprimer par une fonc- 
tion de l'extension que cet élément subit par l’action des forces X, ^ , Z. 
Ainsi, en supposant que dg- soit la longueur primitive de ds, on pourra 

regarder F comme une fonction donnée de mais comme par la nature 

du calcul différentiel la valeur absolue des éléments ds demeure indéter- 
minée, la valeur de F sera aussi indéterminée, et ne pourra être connue que 
par le moyen d’une des trois équations de l’équilibre du fil. Ainsi, quoique 
dans le cas présent notre analyse paraisse donner une équation de trop, elle 
ne donne néanmoins que les équations nécessaires pour déterminer la courbe 
du fil et la résistance de chacun de ses éléments. 

Puisque la quantité A de la solution de l’art. 50 répond exactement a la 
quantité F qui exprime la force réelle avec laquelle chaque élément du fil 
est tendu par l’action des forces extérieures, il s’ensuit qu’on peut aussi 
regarder cette quantité A comme représentant la tension du fil inextensible. 
C’est ce que nous avons déjà trouvé à priori dans l’art. 51. 

44. Appliquons les mêmes principes à la détermination de 1 équilibre 

d’une surface dont tous les éléments rfm soient extensibles et contractibles. 

* 18. 
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I /élément d'une surface dont les coordonnées sont x, y, z, et où Ion 
regarde ; comme fonction de x, y, est exprimé par la formule 

dxdy\/i-h(^ • 

Ainsi, en appelant F (*) la force d’élasticité avec laquelle cet élément tend à 
se contracter, la somme des moments de toutes ces forces sera exprimée par 
l’intégrale double 

qui, étant ajoutée à l’intégrale double 


SS(XSx -t- Y Sy -h Z5z)dm, 

où d m est l’élément de la surface, donnera la somme des moments de toutes 
les forces, laquelle doit être nulle dans l’équilibre. 

En faisant, comme dans l’art. 31 de la sect. IV, 


on aura 


tlz t dz 

di ~~ 2 ’ Ify 


y 1 -f* H— , 


= u, 


f/m = Udxdy , et 


f/b 

fi Z ' 



f/U _ I, 
dz, U ’ 


donc (art. 35, 34, sect. IV) 


,1, d U 
6 U — - Oit • 


o . U dxdy = S U 


f/U » i / , f iiu ddu\ 

■*" Ü\ z -ÂF + Z 'W) 


rI ( dix 


d à y 

W 


j j dxdy. 


Substituant ces valeurs dans l’intégrale double SSFî .Udxdy, et faisant dis- 


(•) Celte manière dVvalucr l’ensemble des forces que développe l'élasticité sur un point n'esl pas 
suffîs;i minent justifiée. Il est vrai qu’ici , comme dans plusieurs passages precedents, Lagrange détourne 
le mot force de sa signification habituelle; mais il n'est nullement évident que la%omme des moments 
des forces qui agissent sur un élément soit proportionnelle à la contraction de l’élément. Nous pou- 
vons mémo ajouter que cela n’est pas exact. Poisson en a fait la remarque dans les Mémoire* dt 
r Institut pour l'année 1812; du reste, la solution qu’il donne manque elle-même de généralité, elle 
suppose les tensions d’un élément rectangulaire perpendiculaires aux côtés de cet élément, ce qui ira 
pas lieu, en général. (/. Bertrand.) 
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>4 I 


paraître par des intégrations par parties les différences partielles des varia- 
tions marquées par S, on aura 


S^USy •+- gj F dx 4 - S ^ U Sx ■+■ ^ èu \ Fr(y 


r/Frfu 

rf.Fl \ , 

(FdU 

<LFU\ f ... 1 

LU 

^-ar) oa!+ - 

{ dr 

■ -jÿ- J$r — Vo«*J 


, F*' , Fr, 

IJ U „ . ’ 

V = —j~ h - . et ou = Sz — z'Sx — z 8 y (art. cités). 


Ia*s intégrales simples relatives à x et à y se rapportent aux limites et 
disparaissent d’clles-mêmes, dans le cas où l’on suppose que les bords de la 
surface sont fixes, parce qu’alors les variations Sx, Sy, Sz sont nulles dans 
tous les points du contour de la surface. 

Les. termes sous le double signe SS étant ajoutés à ceux de l’intégrale 
double SS(Xox -+- Y Sy 4- ZSz) U dxdy, on égalera séparément à zéro les 
coefficients des variations Sx, Sy, Sz, et l’on aura les trois équations 


VI1 FdU d.UF , 

XU ■+■ HT ~ ST + Vz = °> 
F<fU _ 4. LF 
<h <Y 

Zl) — V = o. 


YU 


+ Vz,= o, 


Les deux premières donneront la valeur de la force F qu’il faudra substi- 
tuer dans l’expression de V de la troisième, de sorte qu’on n’aura, en der- 
nière analyse, qu’une seule équation à différences partielles pour déterminer 
la surface d’équilibre. 

En effet, quoique la force F doive être supposée une fonction connue de 
l’élément d ni de la surface dans son état de contraction ou d’extension, elle 
n’en demeure pas moins indéterminée, parce que la grandeur absolue des 
éléments de la surface ne peut entrer dans le calcul ; de sorte que la valeur 
île F ne peut être déterminée que par les conditions mêmes de l’équilibre ; 
c’est ici un cas semblable à celui de l’art. 43. 

43. Pour éliminer la quantité F, on substituera dans les deux premières 
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équations la valeur de V tirée de la dernière; elles deviendront 


»(*+*£) 

u(x+zj) 


Ff/U 
dx 
IV/ U 

rfy 


d. UF 
dx=°' 


f/.lJF 

dy 


— ii. 


Soit, comme dans l'art. 28, 

Xr/.r X t(y -+- 'Ldz = r/n ; 


on aura, puisque z est censée fonction de .r, r, 


~<ix 


HZ 

+ / dx' 


</> 


Y 



et les deux équations deviendront, en divisant par U, 

r/n _ f/F f/n _ f/F 
f/x — f/x ’ f/, ~ ,/ r ’ 

les<]uelles donnent simplement celle-ci, 

d II = f/F, «l’oii F = Il -+- a. 


résultat conforme à celui de l'art, ûü, sect. IV. F.nsuite la troisième éqoa- 
tion donnera, en regardant n comme fonction de z-, y, z, 


A F *' 

f/n _ rf "tr 

dz f/x 



= o; 


ce scia l’équation de la surface. 

Si la surface différait très-peu d’un plan, en sorte (pie 1 ordonnée ; fût 
très-petite ; alors, en négligeant les quantités très-petites du second ordre, 
on aurait 

U = i ; or F = Il -+- o, » 

n étant une constante, et l’équation de la surface serait 

f/n rf -< n +-“>£ + 

’Tz ■+ 7lx ? Jy = °’ 

En supposant qu’il n’y ait d’autres forces que la gravite g qui agisse suivant 
l'ordonnée z pour l’augmenter, on aura U = — gz; par conséquent, en 
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négligeant toujours les secondes dimensions de z , 


a 




'43 


équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires qui 
rendent cette solution peu susceptible d'application. 


III. — De i équilibre d' un fi! ou laine élastique. 


46. Reprenons le cas d’un lil inextensible; mais au lieu de le supposer en 
même temps parfaitement flexible, comme on l’a fait jusqu’ici, supposons-le 
élastique, en sorte qu'il y ait dans chaque point une force que j’appellerai K, 
qui s’oppose à l'inflexion du fil, et qui tende, par conséquent, à diminuer 
l’angle de contingence (*). Nommant cet angle e, on aura, comme dans 
l’art. 26 (en changeant seulement <1 en 2), ESc pour le moment de chaque 
force E; donc SEse sera la somme des moments de toutes les forces d’élas- 
ticité qui agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra donc être 
ajoutée au premier membre de l'équation générale de l'équilibre dans le cas 
d'un fil inextensible et parfaitement flexible (art. 29). 

Toute la difficulté consiste à ramener l’intégrale SESc à la forme conve- 
nable; pour cela, il faut commencer par chercher la valeur de e; or nous 
avons trouvé plus haut (art. 26) 

— COSC = - 2 , 

*Jg 

d'où l’on tire 

Tr? 

Pour appliquer cette formule au cas présent, il suffit de remarquer que les 
coordonnées x', y\ z 1 , x", y" , z” , x m , y m , z" , par lesquelles nous avons 
exprimé les quantités f, g, Il (art. 1 2 et 20) , deviennent ici .r, y, z ; x -t- ih , 


(*) L’expression adoptée par Lagrange pour l'évaluation de Ia somme des moments des fort e*, 
d'élasticité n’est pas admissible pour les courbes à double courbure. M. Binet en a fait la remarqua 
dans le tome X du Journal de V École Polytechnique. Forez aussi tin Mémoire de Poisson qui fait 
partie du tome III de la Correspondance sur l’École Polytechnique . Ce* géomètres remarquent, avec 
raison, qu’il doit entrer, dans l'expression de la somme des moments, un terme proportionnel à la 
variation de l'angle de deux plans oscillateurs consecutifs. {Voyez une Note à la fin du volume.] 

■; J . Bertrand. ) 
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y -+- dy, z H- dz; x -+- 2 dx 4- d'x, y 4- ady -+- d'y, t 4 - ai/: + d'z', 
en sorte qu’on aura 

/- = de 1 4- dy' -y-dz'=ds', 

t;*— (rf.r 4- c/ 3 #) 3 4- (dy 4- d'y)* 4- (dz 4 - dz)' 

= dx' 4- dy' 4- dz' 4- 2 (dxd'x-y- dyd'y 4- dz(Pz)-+- d' ,r* 4- «/ 3 v 3 4 - f / 3 ; 3 
= ds' -y- idsiPs 4- rf*x’ 4- d'y' 4- r/ 3 ; 3 , 

A 3 = (*dx 4- «P a:)* 4 - -I- d'y)' 4- (2^; 4- «P :) 3 

= 4 «/.P 4 - tydsd's 4- <P.r 3 4 - d'y' -y- d'z 1 -, 

donc 

/* 4 - g " 3 — A* = — 2 ds' — 2 dsd's , 

W- </*-+- A 3 )* 

= 4 r^‘ 4- 8 «&*«Pj 4 - 4 «fr* (d'x' 4 - d'y' 4- d'z') — 4 (ds' 4- rf.vrPj ) 3 
= 4 ds' (d'x' 4- d'y' -y- d'z'- d's'). 

Donc enfin on aura, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, 

, . - d'x'+d'y'-y d’z' — ,Ps' 

ds 1 

Comme cette valeur de sin’c est infiniment petite du deuxième ordre, il 
s'ensuit que sine, et, par conséquent aussi l'angle c, sera infiniment petit 
du premier ordre; «le sorte qu'on aura 

^tPx'-y- (P y' -y- d'x’ — d's’ 

C — ' ~ds 3 

c'cst l’expression de l'angle de contingence dans une courbe quelconque à 
double courbure et qui revient à celle de l’art. 41 . 

47. On différentiera maintenant suivant 0 , pour avoir la valeur de ic . et 

comme par la condition de l'inextensibilitc du fil on a déjà î ds o (art. 29) , 

et, par conséquent aussi , dids — id's — o, 011 pourra traiter, dans la diffé- 
rentiation dont il s'agit, ds et d's comme constantes; ainsi l’on aura 

^ d’xàdx 4 - d'xid'y 4- (PziiPz 

ds xd' x' 4 - (P y* 4 - iPz' — d's' 
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Substituant dans SESe, et faisant, pour abréger, 


(/.< \ </• a •' -h y : -h — 3V 

SK t/e = SI </ 3 xSt/ s x -t- SI d 1 yid*y 4- SI d'zod'z. 


Ces. expressions étant traitées suivant les règles données dans l’art. 15 de 
| a sect. IV, en y changeant d’abord id en t/î, et intégrant ensuite par parties 
pour faire disparaître le d avant 3, on aura les transformées suivantes : 


SIt/ 3 .r3t/ 3 x = Yd’‘x"dix n — d.(Vd'x")Zx" - l't/Vt/Sx' 
-+- d. (l't/ 3 x')3x' -+- St/’ . (It/ 3 x) 3*, 
Sld’ySd’y = Vd'y'dty - d. (VdY) ly” - l 'd'y'dlÿ 
-+- d. (l't/ 3 /') S/' -+- St/ 3 . (It/ J 7)Sj, 

SI d'zld'z = Yd'z'dlz”- d. (I*t/V) 3s"- l't/Vt/Ss' 


-i- d. (I'rfV) 3z'+ St/ 3 . (U'z) 3s. 

On ajoutera dtmc ces différents termes à ceux qui forment le premier 
membre de l’équation générale de l’équilibre de l’art. 29, et 1 on aura I équa- 
tion de l’équilibre d’un fil inextensible et élastique. 

48. Égalant d’abord à zéro les coefficients des variations ix, 3 y, 4 s, qui se 
trouvent sous le signe S, on aura ces trois équations indéfinies, 


X dm — d. tg. -+. t/ 3 . (I e/ 3 x) = o, 

Y dm - d. ^ 4- æ . (1 d'y) = o, 

Zt/m — d. -j* -t- d‘ . (Ir/ 3 z) = o, 

d’où il faudra éliminer l’indéterminée A, ce qui les réduira à deux, qui suffi- 
ront pour déterminer la courbe du fil. 

Une première intégration donne 

~ — t/.(It/ 3 x) = A-t- /Xt/m, 

^ — d.{ld'y) = B -4- /Y t/m, 

~-t/,(If/ 3 s) = C-+- /Zt/m, 

Méc. anal. I, ,C *J 


Digitized by Google 



146 MECANIQUE ANALYTIQUE. 

A, B, C étant des constantes arbitraires, et l’élimination de A donnera 


dxd ,(\d'y) — dyd. (I d'x) = (A •+• JX d.m)dy — (B H- fYdm)d.r, 
d.rd.(îd'z) — dzd. (Irf’j) = {A J'X dm) dz — (G -+-/Zrfm) dr, 
dyd.(\d'z) — dzd .(hl'y) = (B - 4 - (Y dm)dz — (C -+- fZdm)dy, 

dont la dernière est déjà contenue dans les deux autres. 

Ces équations sont de nouveau intégrables, et l’on aura 

I (dxcPy — dyrP.v) — F -4- /(A -4- J\dm)dy — f (B ■+■ J'Ydmjd.r, 

I (dxd'z — dzd 2 x) — G 4 - f( A -f- fXdn\)dz — J'(C -4- (7. dm) d.r, 

1 (dyd 1 s — dzePy) — H -+- /(B -f- JY dm) dz — J (C -4- f7.dm)dy, 

F, (J, H étant de nouvelles constantes. 

Or nous avons supposé plus haut (art. 47) 

" ; 
di yjd'x' + d'y'-h d'z' — d'd 

le carré du dénominateur de cette quantité est 
• 

de ur.v 1 -f- d'y 1 æz') — ded'e 

•= (dx'+dy'-t-dz*) (d'x 1 +- d'y 1 -h d 1 z 1 ) — (dxd'x-h dyd'y-hdzd'z)' 
= (d.r d'y — dyd'x) 1 -f- (drd'z — dzd'x )' -|- (dyd'z — dzd 1 y)*. 

Donc, si l'on ajoute ensemble les carrés des trois équations précédentes, on 
aura celle-ci, sans différentielles, 

E’ = [F -+-/(A -f- JXdtn)dy — /(B JYdm)dx\' , 

-h [G -+-f(A-+- fXdm)dz — f(C-+- }'Zdm)dx\ 1 , 

-t- [H H-/(B-+- fYdm)dz — /'(G -4- f’Ldm)dy]*\ 

et si I on divise ensemble deux des mêmes équations, on aura celle-ci, ou 
l’élasticité n’entre pas, 

dxd'z — dzd'x Ct -|- /{A 4 -fXdm)dz — /(C+ fZdm)dx 
dxd'y— dyd'x ~ F +7’ (À+/X dmfdf^f \ B 4- / Y dm)7ix ' 
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Ces deux équations sont ce qu’il y a de plus simple' pour déterminer la 
courbe élastique, en ayant égard à la double courbure. 

iîf. Un suppose communément que la force élastique qui s'oppose à l’in- 
flexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi, en nommant p ce 

rayon, on aura E = — , K étant un coefficient constant. 

* P 

Mais on sait que p donc E = : ainsi la quantité I , que nous avons 

F K. 

supposée égale à (art. 47), deviendra et, par conséquent, con- 
stante, en supposant, ce qui est permis, ds constante. Ainsi les trois pre- 
mières équations (art. 48) seront 

v , , Xdx R d'x 

Xrfm a. -jj- H = o, 

v- i i Idy . K d'y 

\ dm — d. -\ — o, 


r» » j \(iz 

Ldm — a. —7 — 1 j-r- 

ds ris* 


o. 


Si I on ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié la pre- 
mière par la deuxième par ^ et la troisième par “ , on aura, à cause de 


dx ^ dx ^ dy ^ dy dz ^ dz i ^ ( dx* -f- dy * -f- dz* ^ 


d. 


dz t riz ii /fi 

+ x d - 3 i' Bs ï d -\: 


ds’ 


)=°’ 


ds ils ils ds 

l’équation 

,-v- i VI II J \ I r dxd'x+drd'y+ dsd't , 

( XiLc -+- i dy -t- Adz)-r- -+- K ■ — — — 


Soit r l’épaisseur du (il, on aura (fin = rds, et l'équation précédente étant 
intégrée, en supposant ds constant, donnera 

A = /r (Xdr -+- Y dy -+- Z dz) 

K / dxd'x-h dyd'r-hdsd's d'x' + d'y' -t- d'z'\ 

\ ds' a ils' ) 

Cette valeur de A exprime la tension de la lame élastique, c’est-à-dire la résis- 
tance avec laquelle elle s'oppose à la force qui tend à l’allonger, comme dans 
l’art. 31. 

'9- 


Digitized by Google 



.48 


MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 


50. L c cas le plus simple et le [.lus ordinaire est celui dans lequel les forces 
X, Y, Z, qu’on suppose agir sur tons les points de la lame élastique, sont 
milles, et que la courbure de la lame vient uniquement îles forces appliquées 
à ses deux extrémités. Dans ce cas, les équations intégrales de l'art. 18 

donnent, en mettant pour I sa valeur -^ T , 


iLcrf'y — il} d'x 

ds x ~~ 


F -y- A y — B.r, 


tlxrl'z — drd'x 
K ds T 

j. i/yil'z — dzd'y 
K ils' 


= G -+- As — Ci, 
= 11 + B s — C j; 


mais l'intégration ultérieure de celles-ci est peut-être impossible en général (*). 

Lorsque la courbure de la lame est toute dans un même plan, en prenant 
pour ce plan celui des æ et y, et faisant dy = ils sin <p, dx — ds cos®, la pre- 
mière équation, qui est alors la seule nécessaire, devient 

^=iF+ \f smp ils — lifconiprlj, 


laquelle, étant différentiée, donne 

d’a , . „ 

= A sin if — B eos <p ; 

multipliant par dtp, et intégrant derechef, 


— = Acosip -t- B sin <p D, 


d’où l’on tire 
et, de là, 


à t/s 1 


fLs = — 


dx ~ 


V 2 D 4- a A cos ÿ 4 - a 15 sin 

COS© f/ff 

va I) -+• a A cosy 4- a H sin ’ 


(*) Celte intégration a etc effectuée par M. Binet, qui a même considère les équations plus generales 
auxquelles on est conduit en rétablissant dans la somme des moments des forces d'élasticité, le terme 
proportionnel à la variation de l’angle de deux plans oscillateurs consécutifs. ( Comptes tendus de 
t Academie des Sciences, i844» t* r semestre, page i 1 15.) Voyez une Note à la fin du volume. 

[J. Bertrand.) 
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et eomme un a par la première équation F'-|- ky — B.r 


1 4 <) 
d? 

^ , on aura 


B.r — I - i / — jt — ; 1 ; a— — 

y = — r T \/a 1) -I- a A cos <p ■+■ a H sut <p ■ 

• A A * 


Ainsi tout se réduit à intégrer les valeurs de ds et dx ; mais ces intégrations 
dépendent de la rectification des sections coniques. Jusqu’à présent il ne 
paraît pas qu’on ait été plus loin dans la solution générale du problème de 
la courbe élastique. 

.'»! . Considérons maintenant les termes de l’équation générale qui sont 
hors du signe S ; ces termes sont 


pi - d. (IVx')] IVr'Æ/ 

-+- [£££ - d.Q''d*z')]èz'+rd'z , 'dSz” 

- _ ,1. (IV* x')] Sx' — væx'dtx' 

- [iÿ! _ d. (r <<*/)] Sy'- 1 ’d'ÿdSy' 

- _ d.( VH* s') J S z' — Yd 1 z' dSz' ; 


et il faudra les faire disparaître indépendamment des valeurs de Sx", Sy", ete. 

Donc, i°. si le lil est entièrement libre, il faudra que les coefficients des 
douze quantités Sx", Sy", Sz", dSx" , dSy" , dSz" , Sx' , Sy' , Sz', dix' , dSy' , 
dSz' soient chacun nul en particulier. 

Or, d’après les premières équations intégrales de l’art. 48, on voit qu’en 
faisant commencer les intégrations au premier point du fil, les coefficients de 
Sx', Sy', Sz' sont égaux à A, B, C, et ceux de Sx", Sy", Sz" deviennent 
A -t- S\r/m. B -+- SYrfm, C -+- SZrfm. Ainsi il faudra que l’on ait, dans le 
cas dont il s’agit, 


A = o, B = o, C = o, et SXrfrn = o, SYr/m = o, SZrfm = o. 


Ensuite il faudra que l’on ait aussi 

IV/=o, IV/= o, !W=o, et l'd\t'= o, r^/=o, I'rfV=o, 
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pour taire disparaître les termes affectés de dix ", div " , etc. ; et il est clair 
que les secondes équations intégrales du même article donneront 

F = o, G — o, II = o, 
et 

S^/'Xflfm.rfy — fYdm.dx) = o, S (fXdm .dz — fTjdm .dr) = o, 

S ( f \ dm . dz — f Zf/m . dr) — o. 

• 2 ". Si la première extrémité du fil est fixe, alors S.r'=o, ôr'=o, iz’—o: 
par conséquent, A, B, C ne seront pas nuis: mais la condition que les coef- 
ficients de ix”, iy ", oc" soient nuis, donnera 

A= — SXrfin, B = — SYr/m, C — — SZrfin; 


et si la position de la tangente à cette extrémité était donnée aussi, on aurait 
de plus, • 

dix'=o, diy'=o, diz'=o; 


par conséquent, F, G, H ne seraient pas nuis, mais la nullité des coefficients 
de dix ", div " , diz" donnerait 


F = S [(B -t- f\dm)dv — (A -t-^’Xrfm)rfy], 

G = S[(C-t- fZdm)dx — (A-+- fXdm)dz], 

H = S[(CH-/Zrfm)rfr — (B +fYdm)dz]. 

On raisonnera de la même manière par rapport à l’état de la seconde extré- 
mité du fil. 

3°. Enfin, si, outre les forces qui agissent sur tous les points du fil, il y 
en avait de particulières X', Y', Z ', X", Y", Z", appliquées à l’une et à 
l’autre extrémité, il n’y aurait qu’à ajouter aux termes ci-dessus les suivants: 


X'S.r'-f- YV-t- Z ’iz’-h X"o.r" + Y"o.r"-t- Z"3c", 


et s’il y avait de plus d’autres conditions relatives à l’état de ces extrémités, 
on opérerait toujours de la même façon et d’après les memes principes. 

i>2. Si l’on voulait que le fil fût doublement élastique, tant à l’égard de 
l’extensibilité qu’à l’égard de la flexibilité, alors on aurait, dans l’équation 
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générale de l’équilibre, à la place du terme Shrlis, celui-ci SFr/is, c'est-à- 
dire simplement F à la place de A, en nommant F la force d’élasticité qui résiste 
à l’extension du fil (art. 42). Mais il faillirait de plus, dans ce cas, regarder ils 
comme variable dans l’expression de 2e; par conséquent, il faudrait ajouter 
à la valeur de 2e de l’art. 47, ces deux tenues : 


ciils 

,U~ 


duSd'. 

Bits' 


On aurait donc à ajouter à la valeur de S Fie du même article les ternies 

c Ee > , c Erf'j j » 

— S -j- o as — S — j-r o (1rs. 

as eits' 

Le dernier se réduit d’abord à 

~P3P^ dts + 7JF dts ■*" Sd ‘ ëds' ,Sds ' 
ilonc il faudra ajouter à la valeur de SE<fe les termes 

-Pd^ dSs + dSs + S { tL Pis-d7) Sds - 


Le dernier terme de cette expression étant analogue au tenne SFJf/s-, sera 
susceptible de réductions semblables; à l’égard des deux autres, il n’y aura 

, dxdâ x + drdiy+dzdiz 

qu a y substituer, pour dàs, sa valeur , en marquant 

toutes les lettres d’un trait ou de deux. 

L)e là il est facile de conclure qu’on aura, pour la solution du cas présent, 
les mêmes formules que dans le cas où le fil élastique est supposé inexten- 


sible, en y mettant seulement F -+- d . ^ à la place de A, et ajoutant 

aux termes hors du signe S les deux termes jjp j dSs — évi y * df/. 

Comme dans l’équation de la courbe la quantité A doit être éliminée, il 
s’ensuit que l’équation de la lame élastique sera la même, soit qu’on la sup- 
pose extensible ou non. Mais la tension du fil qui est exprimée par A ou par F, 
lorsque le fil n’est pas élastique (art. -43), sera augmentée, par l’élasticité E, 

de la quantité d. — — j, à cause de e = y (art. 49). 
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§ IV. — De l'équilibre d'un Jil roide ct.de Ji"ure donner. 

Îj 3. Venons enfin au cas d'un fil inextensible et inflexible: on aura ici, 
pour la somme des moments des forces, la même formule intégrale que dans 
le cas de l’art. 28, c'est-à-dire S (XÆ.r ■+- YSjr ■+■ 7,5 z) dm ; ensuite, la condi- 
tion de l’incxtensibilité du fil donnera, comme dans le même article, 5ds — o ; 
et celle de l'inflexibilité donnera Sc = o, puisque l'angle de contingence doit 
être invariable; mais ces deux conditions ne suffisent pas encore dans le cas 
où la courbe est à double courbure, comme on va le voir. 

Pour traiter la question de la manière la plus simple et la plus directe, je 
remarque que tout consiste à faire en sorte que les différents points de la 
courbe du fil conservent toujours entre eux les mêmes distances : or, en con- 
sidérant plusieurs points successifs, dont les coordonnées soient 

.r, y, z, x-t- d. r, y -t- dy, z -f- dz, .c ■+■ ud.v -t- d 1 x, 
y -t- idy -f- d'y, z -+- 2 t/s -+- d‘z, etc. , 

il est clair que les carrés des distances entre le premier de ces points et les 
suivants seront exprimés par les quantités 

dx 3 -t- dy ' -+- dz ' , ( 2 <êr -+- d 1 . r)* -f- (arfj -+- d'y)' -+- (at/s -(- d'z)', 

( 3 d.r -f- 3 d'x -+- d'x) ' -h ( 3 dy+ 3 d'y -+- d'y)' -y- ( 3 dz -+- 3 d' z -f- d ' z ) ' , etc . 

Supposons, pour abréger, 

dx' -t- dy' -+- dz' = a, 

. d'x' ■+■ d'y ' -h d' z' == jS, 
d'x''+d'y'-hd'z'=y. 


les quantités précédentes étant développées, deviendront 
«» 

4a -I- 2</a -f- (2, 

ga -H yd a + 9,3 H- 3 ( d'a — 2|î) -+- 3 dp -f- y , 
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Il faudra donc que les variations de ces quantités soient milles dans toute 
l’étendue de la courbe, ce qui donnera ces équations indéfinies : 

Sa — o, 

4 Sa -f— 1 S t! a -)- — o, 

g<Ta -+- 9 Sda 3<^3 -+- 3 Sd 1 a -f- 3 Sdft -+- Sy = o, 

* 

mais Sa étant égal à o, on a aussi 

dSa — Sda = o\ donc Sà = o; 
de là on aura, de plus, 

d*Sa = Sd’a = o, d Sfi = crfjî = o ; donc Sy = o\ 

et ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour l’inextensi- 
bilité et l'inflexibilité du fil seront Sa = o, S fi = o, Sy = o, etc. (*), c’est- 


(*) Ces équations expriment que a, p, 7 conservent la meme valeur pendant le déplacement de la 
courbe. Cette condition équivauf aux trois équations suivantes: 



l.a première est évidente; la deuxième exprime que la courbure de la ligne considérée est une fonc- 
tion déterminée de l’arc j; la troisième, enfin, combinée avec les deux autres, exprime que la seconde 
courbure est une fonction déterminée de /. En écrivant les équations de condition sous cette forme , 
qui ne diffère de celle de Lagrange que par les diviseurs ds 1 , ris 1 , ris ‘, que nous avons introduits, les 
calculs resteraient absolument les mêmes; seulement, les multiplicateurs désignes plus loin par p, v 
seraient finis, tandis qu’il faut, dans la notation de Lagrange, leur supposer des valeurs infinies de 
differents ordres. Cette circonstance a été signalée comme un inconvénient de la méthode. En adop- 
tant, en effet, la locution si souvent employée par Lagrange, les multiplicateurs \ s p, v représente- 
raient les forces qui tendent A faire varier les fonctions a, p, 7, et il doit sembler extraordinaire que 
ces forces soient infinies, et surtout qu’une transformation tout algébrique suffise pour leur faire 
prendre des valeurs finies; mais on se rend compte de cette singularité en remarquant que les coeffi- 
cients i, p, » ne sont nommés forces que par une locution liguree, familière à Lagrange. Nous avons 
averti plusieurs fois qu’il ne fallait pas prendre cette locution à la lettre. [ Voyez la note relative 
au paragraphe 9 , sect. II. ) {/. Bertrand. ) 

Mrc. anal. I. 20 
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à-dire en différentiant et changeant Id en dl, 

(Le dix -h dydly -4 - dzdlz =o, 
d'xd'lx -+- d'ycPly -+- d'zd*lz = o, 
d'xd'lx- 1- (Pyd'ly- t- d'zd'lz = o. 


11 est clair qu’il suffit de trois de ces équations pour déterminer les trois 
variations Sx, ly, Iz; d’où l’on peut d’abord conclure que, dès qu'on aura 
satisfait aux trois premières, toutes les autres, qu'on pourrait trouver à l’in- 
fini, auront lieu d’elles-mèmes : c'est aussi de quoi on peut se convaincre 
par le calcul même, comme on le verra plus bas (art. 60). 

;>4. On aura donc par notre méthode cette équation générale de l'équi- 
libre, 

o = S(XS.r -+- Y ly -t- Zlz)dm -+■ Sh(dxdlx -|- dydly -+- dzdlz) 
$/jt(d'xd x lx -t- iPyd'ly -f- d' zd'lz) 

-+- S» (d'xd'lx - 4 - d’yd* ly -f- d'zd’lz), 
laquelle, par les transformations enseignées, se réduira à la forme suivante : 
o = S[Xrfm — d. (Adx) -+■ d (/ud'x) — ■ d (»rf*x)]8x 
-I- S[Y<fm — d. (A dy) -4- d 1 . (eut* y) — d 1 . (rr/’j')] ly 
-f- SfZrfm — d. (A</z) -+- d 1 . (iud'z) — d*. (rd‘ s)]5 z 
- 4 - | A ”dx" — d. (/tt"d'x") -f- eP. (r'Vx*)] Sx* 

-+- lnV/- d.(f"d'x")dlx" + sæx")d‘lx" 

-+- [ A "dy" - d . (et" d'y") -+- æ . (r"d'y")\ ly" 

- 4 - [J d'y"— d.(i”œy")dly H y- ,"d'y"\d'ly" 

-4- [A "dz" -d.(U'd'z")+d'.(Sd'z‘)\lz" 

-+- [,*"d'z"-d.(,”d'z")dlz"+- y"d'z"]d'lz" 

- [A ’dx' — d.(n'd'x') - 4 - d' .(y'd'x')\lx' 

- [y u'd'x' — d.(y'd'x')dlx' — y'd'x']d'lx' 

- I A 'dy' - d. (fi 1 d'y') -+- d (f'd'y')\ ly' 

- [et' d'y' -d.(y'd'y')dlÿ- ,'d'y'\d'ly' 

- [a 'dz' —d.(e'.'d'z') -yd'.(v'd'z')\lz' 

- \u'd'z' -d.(y'd'z')dlz'-y'd'z']d'lz’. 


Digitized by Google 




PREMIÈRE PARTIE. — LA STATIQUE, 1 5?) 

55. Égalant d'abord à zéro les coefficients de Sx, Sy, Sz sous le signe S, 
on aura ces trois équations indéfinies, 

Xf/m — d. [Adx) ri- d*. (n d'x) — d*. (vd'x) = o, 

Y dm — d. (Ady) 4- d 1 . (lud'y) — d\(td'y) = o, 

Zrfm — d.(Adz) H- </’.(«(/’:) — d'JttPz) — o, 

lesquelles renfermant trois variables indéterminées A, /u, », ne serviront qu'à 
déterminer ces trois quantités ; en sorte qu’il n’y aura aucune équation indé- 
finie entre les différentes forces X, Y, Z qu’on suppose appliquées à tous 
les points de la verge; et les conditions de l’équilibre dépendront unique- 
ment des termes qui sont liors du signe S. Mais comme ces termes con- 
tiennent les inconnues A, ,u, », il faudra commencer par déterminer ces 
inconnues. 

Pour cela, il faut intégrer les équations précédentes, ce qui est facile, et 
l'on aura ces trois-ci : 

J'Xdm — Adx 4 - d.(nd‘x) — d‘.(id'x) = A, 

JY dm — Ady d.{ud'y) — d , .(yd 1 y) = B, 

J'Zdm — Adz 4- d.(/id* z) — d 1 . (vd'z) = C, 

A, B, C étant trois constantes arbitraires. 

Ces équations donnent, par l’élimination de A, ces trois autres-ci : 

dyfXdm — dxJ'Ydm 4- dyd.(fxd'x) — dxd. (/xd'y) 

— dyd 1 . (yd'x) -t- dx(P.(yd , y) = Ady — Brir, 
dz J'Xdm — dxf’idm ■+■ dzd .{f*d l x) — dxd.{ud*z) 

— dzd 1 . (rd'x) 4- dxd 1 . (yd 1 z) — Adz — Cdx, 
dz f Y d m — dy fZdm ■+- dzd .(ud'y) — dyd.(fid'z) 

— dzd*.(td , y) dyd 1 . (yd 1 z) — ïldz — C dy, 

lesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont 
yfXd m — xfYdm — f (Xy — Yx)rfm 
4- iu(dyd*x — dxd'y) — dyd. (yd'x) 4- dxd. {y d'y) 

4- y (d* yd'x — cPxd'y) = A y — B.r 4 - F, 
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zfXdm — xfZdm—f(Xz—Zx)dm 
-t- u(dzd*x — dxcPz) — dzd.(rd*x) -+- dxd .(rd‘ z) 
-I- t(d‘zd‘x — d l xd‘ z) = \z — Çx -+- G, 
s fYdm — yJTidm — f( Yz — r Zy)dm 
-t- u(dzd*y — dyd'z) — dzd.(rd'y) -+- dyd . (vd‘ :) 


-t- v(d’zd’y — d'yd'z) — B: — Cy -+- II, 

F, G, H étant de nouvelles constantes arbitraires. 

Ces trois dernières équations serviront à déterminer les trois quantités u, 
v et dv; et les trois premières équations intégrales donneront les valeurs de 
A, du, d'v. Ainsi on aura toutes les inconnues qui entrent dans les ternies 
qui sont hors du signe S; il suffira pour cela de marquer dans les six équa- 
tions qu'on vient de trouver toutes les lettres d’un trait, ou de deux, à l'ex- 
ception des constantes arbitraires, de supposer nulles, dans le premier cas, 
les quantités affectées du signe f, lesquelles sont censées commencer au pre- 
mier point du fil, et de changer, dans le second cas, f en S dans les mêmes 
quantités, pour les rapporter au dernier point du fil. 

56. Cela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent résulter de 
l'anéantissement des termes hors du signe S dans l'équation générale de 
l'équilibre (art. 84). 

Et d’abord si l'on suppose la verge entièrement libre, les variations 
ox , ty , iz , d'j x , dày , «os , d'ox , d*$y , d’àz , et ox , ty , sr , 
dix ", etc., seront toutes indéterminées; par conséquent, il faudra égaler à 
zéro chacun de leurs coefficients, et il est visible qu’il faudra pour cela que 
les quantités A\ u\ /, d/u’, dV , dV, ainsi que A*, u“ , » ff , du", dv" , d't" , 
soient nulles. 

Donc les trois premières équations intégrales de l'article précédent étant 
rapportées au premier et au dernier point du fil, donneront ces six conditions, 


o=A, o = B, o = C, SX dm = A, SYdm — B, SZ</m = C; 


et les trois dernières intégrales donneront de même les six suivantes : 

o = A y ' — Bx'-(- F, 
o = A z' — Cx' -t- G, 
o = Bs' — C/'-f- H, 
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j"SX dm — x'SYrfm - S(Xj — Yx)dm = A y"— ha” +■ F, 
z*SX</m — .r"SZt/m — S(Xs — Zx)dm = As' — Cx”-+- G, 
s'SYrfni — /'SZrfm — S(Ys — Zy)dm = Bs" — Cj"-f II. 

Donc 

A = o, l$ = o, C = o, F = o, G = o, H = o, 
et, par conséquent, 

SX</m = o, SY< , /ni = o, SZr/m = o, 

S(X/ — \ x)dm = o, S(Xs — Zx)dn\ — o, S(Y z — Zr)e/rn = o. 

Ces six équations sont donc les seules qui soient nécessaires pour l'équi- 
libre d’une verge inflexible lorsqu’il n’y a pas de point fixe; c’est ce qui 
s'accorde avec ce que nous avons remarqué plus haut (art. 25), et c'est 
aussi ce qu’on aurait pu déduire immédiatement de la théorie donnée dans 
la sect. III, ainsi que nous l’avons observé dans l’article cité. 

57. Supposons maintenant qu’il y ait dans la verge un point fixe, et que 
ce point soit la première extrémité de la verge; dans ce cas, on aura 

y f y / > / 

tx — o, cy — o, ïz — o\ 

«jp sorte que les termes affectés de ces variations disparaîtront d’ eux-mêmes; 
il suffira donc d’égaler à zéro les coefficients de dix', diy' , diz , d‘i.r’ , 
d'iv’ , d'iz , ainsi que les coefficients de Sx”, S y”, Sz", dix” , diy ", etc. 
Oi* il est aisé de voir que pour cela il suffira que l’on ait 

u — o, »’=o, dv'= o, 

et ensuite 

A" — o , fa” — o, i' — o , d u” = O, di"—o, d l i” — o, 

comme dans le cas précédent; et l’on trouvera les mêmes conditions que 
dans l’article précédent, à l’exception de ce que A, B, C ne seront pas milles. 
On aura donc 

A = SXrém, B = SYrfm, C = SZr/m, 

ensuite 


F = Bx'— A/, G=Cx'— As', H=C r '— Bs'; 
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et les trois autres équations se réduiront à celles-ci : 


— S(Xj — Ya')(/m = Bx' — A y', 

— S(Xz — Zx)r/m ==■ C.r’ — As’, 

— S(Ys — 7jjr)dm =0/ — Bs', 

c’est-à-dire à 

S(Xj — Yx)(/m -t- x'SYtfin — jy'SX</m — o, 

S(Xz — Zx)r/m -t- x'SZrfm — z'SXrfm = o, 

S(Yz — Zy)dm -+- y'SLdm — z'SXdm = o, 

on, ce qui est la même chose, à 

S[X(j— /) — Y(x — x')]rfm = o, 

S [ X ( ; — z') — Z(x — x')]dm = o, 

S[Y(z — z') — Z(/— y')\dm = o. 

Ce sont les seules conditions nécessaires pour l’équilibre, et il est clair 
qu'elles répondent à celles que l’on a trouvées dans l’art. 24. 

58. Si la verge était fixement attachée par sa première extrémité, en sorte 
que non-seulement le premier point de la courbe fut fixe, mais aussi la tan- 
gente à ce premier point, alors on aurait non-seulement 

Zx'—o, iy' = o, iz'=o, 

mais aussi 

Zdx' — dix' — o, idy' = diy' ■=■ o, Zdz — diz' = o; 

par conséquent, tous les termes affectés de ces quantités disparaîtraient d’eux- 
ntémes, et il ne resterait qu’à faire évanouir les termes affectés de tPix’ , 
cPiy' , d'iz' , et de ix ", iy", Sz ", dix" , diy", etc. 

On n’aura donc, dans ce cas, que ces conditions : 

/=o, A w = o, ,u"=o, t"=o, df/." — o, dt" — o, f/’y*= o. 

Donc les constantes A, B, C auront encore les valeurs 

A = SX</m, B = SYtfm, C = SZrfni; 
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ensuite les trois dernières intégrales de l’art. 35 étant appliquées au dernier 
point de la verge, donneront 

F = S(Yx — Xy)dm, G = S(Z.i • — Xs)</m, II = S(Zy — Yz)r/m. 

Et si l’on applique ces mêmes équations au premier point, on aura 

u (tfy'cPdx ' — dx'd'dy') — di' [dy' d‘ x ' — dx' d'y') — A y ' — Bx'-f- F, 
u'{dz'ædx'—dx'd'dz') — di{dz'd'x' — dx'd'z') = A z - Cx'-+- G, 
u'ydz'd'dy' — dy'd'dz') - d,'(dz'd'y' — dy'd'z') = B;' — Cy' -+■ H, 

d’où, éliminant u et dt', résulte l’équation 

A (y'ilz ' — ~dy’) -h ü(z'dx ' — x dz ) G (x'dy 1 — y'dx') 

-t- F dz' — Gdy' — H dx' = o. 

Cette équation est nécessaire pour empêcher que la verge ne tourne autour 
de sa première tangente, qui est supposée fixe, et il est facile de voir que 
son premier membre devient nul lorsque la verge est une ligne droite. 

59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la longueur 
de cette solution, qui est, en effet, plus longue que celle de l’équilibre d’im 
fil flexible, tandis que, par les méthodes ordinaires, ce dernier problème est 
beaucoup plus difficile que celui de l’équilibre d’une verge roide tirée par 
des puissances quelconques, parce qu’il faut déterminer, par la composition 
des forces, la courbe que le fil doit prendre pour être en équilibre, au lieu 
que dans le cas de la verge cette courbe est donnée, et que l’équilibre ne 
demande que la destruction des moments des forces. Mais lorsqu'on vent 
suivre pour tous ces problèmes une marche uniforme, et passer de l’un à 
l’autre graduellement, à mesure qu’on y ajoute de nouvelles conditions, il 
est évident que le cas d’un fil inflexible est moins simple que celui d’un fil 
flexible, parce que l’inflexibilité exprimée analytiquement consiste dans l’in- 
variabilité des distances mutuelles des points du fil. Et si, dans ce cas, la 
courbe étant donnée, elle ne doit plus être un résultat du calcul, comme 
dans le cas d’un fil flexible, c’est une circonstance que l’analyse doit indi- 
quer, et qu’elle indique, en effet, par les trois indéterminées A, jt, r qui 
restent dans les trois équations indéfinies entre x, y, z de l’art. 55, et qui 
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font (jtie ces équations peuvent s’adapter à une courbe quelconque donnée. 
Ainsi on ne doit pas regarder ces équations comme une superfluité inutile; 
outre qu’elles servent à déterminer les trois inconnues A, /u, r, d’où dépen- 
dent les conditions de l’équilibre, et qui expriment (*) en même temps les 
forces qui s’opposent à ce que les valeurs des trois fonctions a, fi, y varient 
par l'effet des forces qui agissent sur le fil. 

Il est vrai que les trois indéterminées A, u, v doivent être remplacées par 
les trois équations de condition qui consistent en ce que les fonctions diffé- 
rentielles a, fi, y doivent être censées données. Mais comme par la nature 
du calcul différentiel la valeur absolue des différentielles reste indéterminée, 
et qu’il n’y a que leur rapport qui puisse être donné, ces trois conditions ne 
peuvent équivaloir qu’à deux, qui renferment les rapports des trois quan- 
tités a, fi, y, et ces deux rapports suffisent pour déterminer la courbe. 

En effet, par ce qu'on a démontré plus haut (art. 4G), on voit que l'angle 
de contingence formé par deux côtés successifs de la courbe se trouve 

exprimé par » en conservant les valeurs de a, fi, y de l’art. £»3; 

de sorte que le rayon oscillateur sera exprimé par -p= aa • Ce rayon 

étant donc supposé donné, la courbe sera donnée si elle est à simple cour- 
bure, et pour les courbes à double courbure, il ne sera pas difficile de 
prouver que la seconde courbure provenant de l’angle de contingence formé 
par les plans qui passent successivement par deux éléments contigus de la 
courbe, dépéhdra du rapport des trois quantités a, fi, y (**). Ainsi les trois 
conditions dont il s'agit, rapportées à la courbe, se réduisent à ce qu’elle 
soit donnée, comme le problème le suppose (’“). 


( # ) y oyez la note relative au paragraphe tî3. (/. Bertrand.) 

{**1 Cette seconde courbure dépend aussi de dp. [J. Bertrand. \ 

(***) On voit, d'après les résultats précédents , que deux courbes sont superposables lorsque les 
rayons de première et de seconde courbure s’expriment, dans l’une et dans l’autre, par une même 
fonction de Tare. Si donc deux courbes ont l’une et l’autre leurs rayons de courbure constants et 
égaux chacun à chacun, ces courbes sont identiques; et comme on peut toujours déterminer une 
hélico dont les rayons de courbure soient donnés, toute courbe qui a ses rayons de courbure constants 
pst une hélice. Plusieurs géomètres ont donné récemment des démonstrations élégantes de ce théo- 
rème. forez deux Notes, l’une de M. Puiseux, l’autre de M. Serret, Journal de Mathématique* de 
M. Liou ville, tome VII, page 65, et tome XVI, page 193 . (/. Bertrand.) 
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On pourrait étendre l'analyse de ce problème au cas d'une surface ou 
d'un solide dont tous les points seraient tirés par des forces quelconques; 
mais nous allons faire voir comment on peut la simplifier en partant des 
mêmes équations de condition, et en déterminant d’avance par ces équations 
la forme des variations des coordonnées. 


CHAPITRE IV. 


de i.’éqi imbue d’lb coups soude de r.iusDEt it sexsible et de ric.i iiE qcblcorqoe, 

DONT TOUS LES POINTS SONT TIRÉS PAR DES FORCE* QUELCONQUES. 

(JO. Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce que tous 
ses points conservent constamment entre eux la même position et les memes 
distances, on aura entre les variations îx, Zy, Zz les mêmes écjuations de 
condition qu’on a trouvées dans l'art. 55; car il est visible qu'en imaginant 
dans l’intérieur du corps une courbe quelconque, il suffira que tous ses 
points gardent les memes distances entre eux, quelque mouvement que le 
corps reçoive; ainsi on pourra, par leur moyen, déterminer immédiatement 
les valeurs de ces variations. 

Pour cela, je remarque que comme en passant aux différences secondes 
il est toujours permis de prendre une des différences premières pour 
constante, on peut supposer dx constante, et, par conséquent, d' x = o , 
d'.i — o, etc. , moyennant quoi la deuxième et la troisième équation de 
l’article cité deviendront 


d'yd'Zy 4 - tPztPZz = o, et d’ycPSr -+- d'zd'Zz = o. 


,P: 


La première de ces équations donne d'abord d 1 Zy = — d‘ iz, et 
différentiant, 

cette valeur étant substituée dans la seconde équation, elle se trouvera toute 
divisible par d'z — '■ - , et l’on aura après la division, 

rf* J* = o; 

d'où l’on tire, en intégrant, 


d'y 

d'Sz = SIA 1 y. 


Méc. anal. 1. 
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JE étant une constante. Ayant </ 5 Jz, on trouvera d'&y = — J L d'z ; donc 
'intégrant de nouveau et ajoutant les constantes — JM//.C, on aura 

dSz — JE rfy — IMdl, dSy = — JErf: -(- JNrft ; 

et ces valeurs étant substituées dans la première équation de condition, savoir 

» 

d.rdSx dydSy -+- dzdSz = o, 

il viendra 

rfj.r = — JNrfr JAI dz. 

Enfin on aura par une troisième intégration, et par l'addition des nou- 
velles constantes SI, Sm, Sn, 

Sx=SI — jJN + zJM, 

Sy = Sm -+- xS N — zSIj, 

Sz = Sn — .rJM -\-ySlj. 

Et il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont pas seule- 
ment aux trois premières équations de condition de l’art. 53, mais aussi à 
tontes les autres qu'on pourrait trouver à l'infini, et qui sont tontes ren- 
fermées dans cette équation générale 

d n .i d n Sx -f- d"ytl"Sy -|- d"zd"Sz = o. 

Telles sont donc les valeurs de Sx, Sy, S z pour un système quelconque 
de points unis ensemble, de manière qu'ils conservent toujours entre eux 
les memes distances; ainsi ces valeurs serviront non-seulement pour le cas 
d’une courbe quelconque mobile et invariable dans sa figure, mais aussi 
pour le cas d'un corps solide de figure quelconque. 

Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour exprimer 
les variations des coordonnées de tous les points d'un corps solide mobile 
dans l’espace. 11 y est parvenu par des considérations tirées du Calcul diffé- 
rentiel, mais différentes de celles qui nous vont conduit, et, ce me semble, 
moins rigoureuses (*). l'oyez dans le volume de l’Académie de Berlin, pour 
i / 5o, le Mémoire intitulé: Découverte d'un nouveau principe de Mécanique. 

f* ) La démonstration d'Euler est, il est vrai, moins directe que celle de Lagrange; mais il m’a élé 
impossible de découvrir le point de vue sous lequel on peut l’accuser de manquer de rigueur. 

(/. Bertrand. ) 
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61. Puis donc qui 1 les valeurs précédentes de J.r, S y , J 2 satisfont déjà 
aux équations de condition du problème, il est clair qu’il suffira de les sub- 
stituer dans la formule S(XJx -+- Y Sy -+- ZJs)«fm, et faire en sorte qu'elle 
devienne nulle, indépendamment des quantités SI, Sm, Su, JL, JM, JN, 
qui sont les seules indéterminées qui restent. 

Or, comme ces quantités sont les mêmes pour tous les points du corps, il 
faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe S; et l'on aura con- 
séquemment cette équation générale de l'équilibre d'un corps solide de figure 
quelconque, 

J/SXr/m -+• J/nSYf/m -t- SnS'Adtii 
-+- JNS(Y.r — Xy)rfm -t- JMS(X; — Z.r)rfn> 

-+- J LS (Z)- — \ z)d m = o, 

d’où l’on tirera les équations particulières de l'équilibre, en ayant égard aux 
différentes circonstances du problème. 

62. Et d'abord, si le corps est supposé entièrement libre, les six varia- 
tions St, Sut, Su, JL, JM, JN seront toutes indéterminées, et il faudra égaler 
séparément à zéro les quantités par lesquelles elles se trouvent multipliées: 
ce qui donnera ces six équations déjà connues, 

SXf/in = o, d ni = o, SZrfni — o, 

S(\.r — Xjr)dm = o, S(Xj — Zx)<fm = 0 , S(Z_y — Y z)dm = o. 

En second lieu, s'il y a < finis le corps un point fixe autour duquel il ait 
simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens, et qu’on nomme a, 
b, f les valeurs des coordonnées ,c, y, z pour ce point, il faudra que 1 on ait 

Sri = o, JA = o, Jr = o; 

donc 

SI — AJN -fi- cJM = o, Sm -t- « J N — cJL = o, Su — «JM + 6JL=o; 
d’où l'on tire 

SI = AJN — cJM, 

Sm = c JL — a JN, 

Jh = a JM — A JL. 

ai. 
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On substituera ces valeurs dans l'équation générale de l’article précédent, 
et mettant sous le signe S les quantités a, b , c qui sont constantes par rap- 
port aux differents points du corps, on aura cette transformée, 

«TNS [ Y (* — a) — X (y - b)) d m 
•+■ <TMS[X(s — c) — Z (x — a)]</m 
■+■ <ÎLS[Z(r -b)- Y (s- c)]r/ni = o, 
laquelle ne fournira plus que trois équations, savoir : 

S[Y(x-a)_X(j-6)]rfm = o, 

S|X(s — c) — Z(x — a)]r/m = o, 

SfZ (j — b) — Y(z — c)]r/m = o. 

En troisième lieu, s il y a dans le corps deux points lixes, et que J ', g, h 
soient les valeurs de x, y, z pour le second de ces points, on aura, de plus, 

Si = gSN — A«TM, 

Sm = hSL —fSN, 

Sn = /SM — gSL; 

donc, comparant ces valeurs de SI, Sm, Sn avec les précédentes, on aura 

(. g-b)SN-(k — c)SM = o , 
if — nJJN — (/t — c)Sh = o, 
if — «)<fM — (g — b)SL — o. 

i xs deux premières de ces équations donnent 

SM = ^SN, 

et comme ces valeurs satisfont aussi à la troisième équation, il s’ensuit que 
la variation S N demeure indéterminée. 

baisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée ci-dessus, on 
aura 

1 (A— e)S[Y(x — a) — X(j— 4)]rfm j 

^ I ~f~ is — S[X(z — c) — Z(x — a)]</m J = o ; 

( -+- if- a) S[ Z (y - b) — Y (x - c)]rfm 1 
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ainsi les conditions de l'équilibre seront renfermées dans cette seule équation, 

« 

(A — c)S[Y(j: — «) — — A)]rfm I 

+ (g — A)S[X(z — c) — 7,(x — n)]f/m i = o. 

+ (/— «)S[Z(y— b) — Y (s — c)]f/m ) 

65. Ces différentes équations répondent à celles que nous avons données 
dans la sect. III, pour l'équilibre d’un système de points isolés de forme 
invariable; et nous aurions pu appliquer immédiatement les conditions de 
cet équilibre à celui d'un corps solide de figure quelconque, dont tous les 
points sont tirés par des forces données. Mais nous avons cru qu’il n’était 
pas inutile, pour montrer la fécondité de nos méthodes, de traiter cette der- 
nière question en particulier et sans rien emprunter des problèmes déjà 
résolus. 

Au reste, si les deux points du corps que nous venons de supposer fixes 
étaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données, ou même joints entre 
eux d’une manière quelconque, on aurait alors une ou plusieurs équations 
différentielles entre les variations des coordonnées a, b, c,/, g, h qui ré- 
pondent à ces points ; et substituant à la place de ces variations leurs valeurs 
en SI, Sm, Sn, SL,, <TM, <?N, d’après les formules générales de l’art. 60, on 
aurait autant d’équations entre ces dernières variations, au moyen desquelles 
on déterminerait quelques-unes de ces variations par les autres; on substi- 
tuerait ensuite ces valeurs dans l’équation générale, et l'on égalerait à zéro 
chacun des coefficients des variations restantes, ce qui fournirait toutes les 
équations nécessaires pour l’équilibre. 

La marche du calcul est, comme l’on voit, toujours la même, et c’est ce 
qu’on doit regarder comme un des principaux avantages de cette méthode. 

64. Les expressions trouvées plus haut (art. 60) pour les variations Sx, 
Sy, Sz, font voir que ces variations ne sont que les résultats des mouvements 
de translation et de rotation, que nous avons considérés en particulier dans 
la sect. III. 

En effet, il est visible que les termes SI, S ni, Sn, qui sont communs à tous 
lés points du corps, représentent les petits espaces parcourus par le corps, 
suivant les directions des coordonnées x, y, z, en vertu d’un mouvement 
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quelconque de translation; et l’on voit, par les formules de l’art. 8 de la 
même section, que les termes ;iM — yJN, xJN — zS L, yJL — ,rJM 
représentent les petits espaces parcourus par chaque |K>int du eorps, suivant 
les mêmes directions, en vertu de trois mouvements de rotation JL, JM, JiV 
autour des trois axes des x, y, z, ces quantités JL, JM, JN répondant aux 
quantités (/■*)., da i, rlç de l’article cité. Ainsi l'on aurait pu déduire immé- 
diatement les expressions dont il s'agit de la seule considération de ces mou- 
vements, ce qui aurait été plus simple, mais non pas si direct. L’analyse - 
précédente conduit naturellement à ces expressions, et prouve par là, d'une 
manière encore plus directe et plus générale que celle de l’art. 10 de la 
secl. III, que lorsque les différents points d’un système conservent leur 
position relative, le système ne peut avoir à chaque instant que des mou- 
vements de translation clans l’espace, et de rotation autour de trois axes 
perpendiculaires entre eux. 


SIXIÈME SECTION. 

SUR LES PRINCIPES DE «.HYDROSTATIQUE. 

Quoique nous ignorions la constitution intérieure des fluides, nous ne 
pouvons douter que les particules qui les composent ne soient matérielles, 
et que jiar cette raison les lois générales de l’équilibre ne leur conviennent 
comme aux corps solides. En effet, la propriété principale des fluides, et la 
seule qui les distingue des corps solides, consiste en ce que toutes leurs par- 
ties cèdent à la moindre force, et peuvent se mouvoir entre elles avec toute 
la facilité possible, quelle que soit d’ailleurs la liaison et l’action mutuelle de 
ees parties. Or, cette propriété pouvant aisément être traduite en calcul, il 
s'ensuit que les lois de l’équilibre des fluides ne demandent pas une théorie 
particulière, mais qu’elles ne doivent être qu’un cas particulier de la théorie 
generale de la Statique. C’est sous ce point de vue que nous allons les consi- 
dérer ; mais nous croyons devoir commencer par exposer les différents prin- 
cipes qui ont été employés jusqu'ici dans cette partie «le la Statique qu’on 
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nomme communément Hydrostatique, pour compléter l'analyse des principes 
de la Statique que nous a vous donnée dans la sect. I. * 

t. C’est encore à Archimède que nous devons les premiers principes de 
l’équilibre des fluides. Son Traité de Insidentibus humido 11e nous est pas 
parvenu en grec, il y en avait seulement une traduction latine assez défec- 
tueuse, donnée par Tartalea, lorsque Conunendin entreprit de le restituer 
et de l’éclaircir par des notes; il parut, par les soins de ce savant commen- 
tateur, en 1 565 , sous le titre De iis ejute vehuntur in atjun. 

Cet ouvrage, qu’on peut regarder comme un des plus précieux restes de 
l'antiquité, est divisé en deux livres. Dans le premier, Archimède pose ces 
deux principes, qu’il regarde comme des principes d’expérience, et sur les- 
quels il fonde toute sa théorie : i° Que la nature des fluides est telle, que les 
parties moins pressées sont chassées par celles qui le sont davantage, et que 
chaque partie est toujours pressée par tout le poids de la colonne qui lui 
réjjond verticalement; 2" que tout ce qui est poussé en haut par un fluide 
est toujours poussé suivant la perpendiculaire qui passe par son centre de 
gravité. 

Du premier principe, Archimède conclut d’abord que la surface d'un 
fluide, dont toutes les parties sont supposées peser vers le centre de la terre, 
doit être sphérique pour que le fluide soit en équilibre. Ensuite il démontre 
qu'un corps aussi pesant qu’un égal volume du fluide doit s’y enfoncer tout 
à fait, parce qu’en considérant deux pyramides égales du fluide supposé en 
équilibre autour du centre de la terre, celle où le corps ne serait plongé 
qu’en partie, exercerait une plus grande pression que l'autre sur le centre 
de la terre, ou en général sur une surface sphérique quelconque qu’on ima- 
ginerait autour de ce centre. Il prouve, de la meme manière, que les corps 
plus légers qu’un égal volume du fluide ne peuvent s’y enfoncer que jusqu'à 
ce que la partie submergée occupe la place d’un volume de fluide aussi 
pesant que le corps entier ; d'où il déduit ces deux théorèmes hydrostatiques, 
que les corps plus légers que des volumes égaux d’un fluide y étant plongés, 
en sont repoussés de bas en haut avec une force égale à l’excès du poids du 
fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les corps plus pesants y 
perdent une partie de leur poids égale à celui du fluide déplacé. 

Archimède se sert ensuite de son second principe pour établir les lois de 
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l’équilibre des corps qui flottent sur un fluide; il démontre que toute section 
de sphère plus légère qu’un volume égal du fluide, y étant plongée, doit 
nécessairement se disposer de manière que la base en soit horizontale ; et sa 
démonstration consiste à faire voir que si la base était inclinée, le poids total 
du corps considéré comme concentré dans son centre de gravité, et la 
poussée verticale du fluide considérée aussi comme concentrée dans le centre 
de gravité de la partie submergée, tendraient toujours à faire tourner le 
corps jusqu’à ce que sa base fût redevenue horizontale. 

Tels sont les objets du premier livre. Dans le second, Archimède donne, 
d’après les mêmes principes, "les lois de l'équilibre de différents solides 
formés par la révolution des sections coniques, et plongés dans des fluides 
plus pesants que ces corps; il examine les cas où ces conoïdes peuvent y 
demeurer inclinés, ceux où ils doivent s’y tenir debout, et ceux où ils doi- 
vent culbuter ou se redresser. Ce livre est un des plus beaux monuments du 
génie d’Archimède, et renferme une théorie de la stabilité des corps flottants, 
à laquelle les modernes ont peu ajouté. 

2. Quoique d’après ce qu’Archimède avait démontré il ne fût pas diffi- 
cile de déterminer la pression d’un fluide sur le fond ou sur les parois du 
vase dans lequel il est renfermé, Stcvin est néanmoins le premier qui ait 
entrepris cette recherche, et qui ait découvert le paradoxe hydrostatique, 
qu’un fluide peut exercer une pression beaucoup plus grande que son propre 
poids. C’est dans le tome 111 des Hyponmemata mathematica, traduits du 
hollandais par Snellius, et publiés à Leyde en 1608, que se trouve la 
théorie hydrostatique de Stevin. Après avoir prouvé qu’un corps solide de 
figure quelconque, et de même gravité que l’eau, peut y rester dans une 
situation quelconque, par la raison qu’il occupe la même place et pèse autant 
que si c'était de l’eau, Stevin imagine un vase rectangulaire rempli d’eau, 
et il fait voir aisément que son fond doit supporter tout le poids de l’eau 
qui remplit le vase. Il suppose ensuite qu’on plonge dans ce vase un solide 
tic* figure quelconque, et de même gravité que l’eau; il est clair que la pres- 
sion restera la même; de sorte que si l’on donne an solide plongé une figure 
telle, qu'il ne reste plus qu’un canal de fluide d’une figure quelconque, la 
pression du canal sur la base sera encore la même, et, par conséquent, égale 
an poids d’une colonne verticale d’eau qui aurait cette même base. Or Stevin 
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observe qu’en supposant ce solide fixement arrêté à sa place, il n’en peut 
résulter aucun changement dans l’action de l’eau sur le fond du vase ; donc 
la pression sur ce fond sera toujours égale au poids de la même colonne 
d'eau, quelle que soit la figure du vase. 

Stevin passe de là à déterminer la pression de l’eau sur les parois verti- 
cales ou inclinées ; il divise leur surface en plusieurs petites parties par des 
lignes horizontales, et il fait voir que chaque partie est plus pressée que si 
elle était horizontale et à la hauteur de son bord supérieur, mais qu'en même 
temps elle est moins pressée que si elle était placée horizontalement à la hau- 
teur de son bord inférieur. D’où, en diminuant la largeur des parties, et 
augmentant leur nombre à l’infini, il prouve par la méthode des limites, que 
la pression sur une paroi plane inclinée est égale au poids d'une colonne 
dont cette paroi serait la base, et dont la hauteur serait la moitié de la hauteur 
du vase. 

Il détermine ensuite la pression sur une partie quelconque d’une paroi 
plane inclinée, et il la trouve égale au poids d’une colonne d’eau qui serait 
formée en appliquant perpendiculairement à chaque point de cette partie des 
droites égales à la profondeur de ce point sous l'eau. Cp théorème étant ainsi 
démontré pour des surfaces planes, situées comme l’on voudra, il est facile 
de l’étendre à des surfaces courbes, et d’en conclure que la pression exercée 
par un fluide pesant contre une surface quelconque, a pour mesure le poids 
d'une colonne de ce même fluide, laquelle aurait pour base cette même sur- 
face, convertie en une surface plane, s’il est nécessaire, et dont les hauteurs 
répondantes aux différents points de la base seraient les mêmes que les- dis- 
tances des points correspondants de la surface à la ligne de niveau du fluide, 
ou, ce qui revient au même, cette pression sera mesurée par le poids d’une 
colonne qui aurait pour base la surface pressée, et pour hauteur la distance 
verticale du centre de gravité de cette même surface à la surface supérieure 
du fluide (*). 

3. Les théories précédentes de l’équilibre et de la pression des fluides 
sont, comme l’on voit, entièrement indépendantes des principes généraux 


(*) Celte proposition relative à la pression sur une surface courbe est inexacte. L’auteur ne 
renonce ici que par inadvertance. {J. Bertrand.) 


.Ver. anal. I. 
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de la Statique, n’étant fondées que sur des principes d'expérience particu- 
liers aux fluides; et cette manière de démontrer les lois de l’Hydrostatique, 
en déduisant de la connaissance expérimentale de quelques-unes de ces lois 
celle de toutes les autres, a été adoptée par la plupart des auteurs modernes, 
et a fait de l’Hydrostatique une science tout à fait différente et indépendante 
de la Statique. 

Cependant il était naturel de chercher à lier ces deux sciences ensemble, et 
à les faire dépendre d’un seul et même principe. Or, parmi les différents 
principes qui peuvent servir de base à la Statique, et dont nous avons donné 
une exposition succincte dans la sect. I, il est visible qu’il n’y a que celui 
des vitesses virtuelles qui s’applique naturellement à l’équilibre des fluides. 
Aussi Galilée, auteur de ce principe, s'en est-servi également pour démontrer 
les principaux théorèmes de Statique et d’Hydrostatique. 

Dans son Discorso intorno aile cose che stanno su C acquêt, o die in quella 
si muovono, il déduit immédiatement de ce principe l'équilibre de l’eau dans 
un siphon, en faisant voir que si l’on suppose le fluide à la même hauteur 
dans les deux branches, il ne saurait descendre dans l’une et monter dans 
l’autre, sans que les moments ne soient égaux dans la partie du fluide qui 
descend, et dans celle qui monte. Galilée démontre d’une manière semblable 
l’équilibre des fluides avec les solides qui y sont plongés; il est vrai que ses 
démonstrations ne sont pas bien rigoureuses, et quoiqu’on ait cherché à y 
suppléer dans les notes ajoutées à l'édition de Florence de 1 758, on peut dire 
qu'elles laissent encore beaucoup à désirer. Descartes et Pascal cpt également 
employé le principe des vitesses virtuelles dans l’Hydrostatique ; ce dernier 
surtout en a fait un grand usage dans son Traité de l'équilibre des liqueurs, 
et s’en est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, qu’une 
pression quelconque, appliquée à un point de leur surface, se répand égale- 
ment dans tous les autres points. 

4r. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient encore 
trop hypothétiques, et, pour ainsi dire, trop lâches, pour pouvoir servir à 
établir une théorie rigoureuse sur l'équilibre des fluides. AusJi ce principe 
a-t-il été abandonné depuis par la plupart des auteurs qui ont traité de 
l’Hydrostatique, et surtout par ceux qui ont entrepris de reculer les limites 
de cette science, en cherchant les lois de l’équilibre des fluides hétérogènes, 
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dont toutes les parties sont animées par des forces quelconques; recherche 
très-importante par le rapport qu’elle a avec la fameuse question de la figure 
de la terre. 

Huyghens (*) a pris dans cette recherche, pour principe d’équilibre, la 
'perpendicularité de la pesanteur à la surface. Newton (**) est parti du prin- 
cipe de l’égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer (***) a remarqué 
ensuite que, souvent, ces deux principes ne donnaient pas le meme résultat, 
et en a conclu que, pour qu’il y eût équilibre dans une masse fluide , il fallait 
que lçs deux principes y eussent lieu à la fois, et s'accordassent à donner la 
même figure à la surface du fluide. Mais Clairaut (****) a démontré de plus qu’il 
peut y avoir des cas où cet accord ait lieu, et où cependant il n'y aurait point 
d’équilibre. Maclaurin (**"*) a généralisé le principe de New ton, en établis- 
sant que, dans une masse fluide en équilibre, chaque particule doit être com- 
primée également par toutes les colonnes rectilignes du fluide, lesquelles 
appuient sur cette particule et se terminent à la surface ; et Clairaut (*"*'*) l’a 
rendu plus général encore, en faisant voir que l’équilibre d’une masse fluide 
demande que les efforts de toutes les parties du fluide, renfermées dans un 
canal quelconque, aboutissant à la surface, ou rentrant en lui-même, se 
détruisent mutuellement. Enfin il a déduit le premier, de ce principe, les 
vraies lois fondamentales de l’équilibre d’une masse fluide dont Routes les 
parties sont animées par des forces quelconques, et il a trouvé les équations 
aux différences partielles par lesquelles on peut exprimer ces lois; décou- 
verte qui a changé la face de l'Hydrostatique, et en a fait comme une science 
nouvelle. 

S. Le principe de Clairaut n’est qu’une conséquence naturelle du prin- 
cipe de l'égalité de pression en tous sens, et l’on peut déduire immédiatement 
de celui-ci les mêmes équations qui résultent de l’équilibre des canaux. Car, 
en considérant la pression comme une force qui agit sur chaque particule, 


(*) Voyez Disscrtatio de causa gravitait s, additamentum ; Opéra posthuma , tome II, page 1 16. 

(**) Dan* le livre tles Principes, livrent, proposition 19. 

( ***) Mémoires de l'Académie des Sciences; 1734. 

(****) Théorie de la figure de la Terre , page 28, 2" édition; Paris, 1808. 

(**“*) Traité des Fluxions, tome II, page 1 10. Traduction de Peienas. Paris, > 749 * 

( ****** ) Théorie de la figure de la Terre. ( Notes de J. Bertrand .) 
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et qui peut s’exprimer par une fonction des coordonnées qui déterminent le 
lieu de la particule dans la masse fluide, la différence des pressions qu’elle 
souffre sur deux faces opposées et parallèles donne la force qui tend à la 
mouvoir perpendiculairement à ces faces, et qui doit être détruite par les 
forces accélératrices dont cette particule est animée ; de sorte qu’en rappor-* 
tant toutes ces forces aux directions des trois coordonnées rectangles, et 
supposant la masse fluide partagée en petits parallélogrammes rectangles, 
ayant pour côtés les éléments de ces coordonnées, on a directement trois 
équations aux différences partielles entre la pression et les forces accéléra- 
trices données, lesquelles servent à déterminer la valeur même de la pression, 
et la relation qui doit avoir lieu entre ces forces. Ce moyen simple tle trouver 
les lois générales de l'Hydrostatique est dû à Euler [Mémoires de Berlin de 
1755), et il est maintenant adopté dans presque tous les Traités de cette 
science. . 

6 . Le principe de l'égalité de pression en tout sens est donc jusqu’ici le 
fondement de la théorie de l'équilibre des lluidcs, et il faut avouer que ce 
principe renferme, en effet, la propriété la plus simple et la plus générale que 
l’expérience ait fait découvrir dans les fluides en équilibre. Mais la connais- 
sance tle cette propriété est-elle indispensable dans la recherche des lois de 
I équilibré des fluides? Et ne peut-on pas dériver ces lois directement de la 
nature même des fluides considérés comme des amas de molécules très- 
déliées, indépendantes les unes des autres, et parfaitement mobiles en tout 
sens? C'est ce que je vais tâcher de faire dans les sections suivantes, en 
n'employant que le principe général de l'équilibre dont j’ai fait usage 
jusqu ici pour les corps solides; et cette partie de mon travail fournira 
non-seulement une des plus belles applications du principe dont il s'agit, 
mais servira aussi à simplifier à quelques égards la théorie même de l'Hy- 
drostatique. 

O11 sait que les lluid,es en général se divisent en deux espèces : en fluides 
incompressibles dont les parties peuvent changer de ligure, mais sans changer 
de volume; et en fluides compressibles et élastiques dont les parties peuvent 
changer à la fois de figure et de volume, et tendent toujours à se dilater avec 
une force connue qu’on suppose ordinairement proportionnelle à une fonc- 
tion de la densité. 


Digitized by Google 


première partie. 


LA STATIQUE- 


* 7 3 


L'eau, le mercure, etc., appartiennent à la première espèce; et l’air, la 
vapeur (le l’eau bouillante, etc., appartiennent à la seconde. 

Nous traiterons d’abord de l’équilibre des fluides incompressibles, et 
ensuite de celui des fluides compressibles et élastiques. 


SEPTIÈME SECTION. 

UE l'équilibre des fluides incompressibles. 

1. Soit une masse fluide m, dont tous les points soient animés par des 
pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes 
p, (/, r, etc.; on aura, suivant les dénominations de l’art. 12 de la seet. IV, 
pour la somme des moments de toutes ces forces, la formule intégrale 

S(P<î/> -+- QSq R<5V -+- ...)</m, 

laquelle devra être nulle en général pour qu’il y ait équilibre dans le fluide. 
§ i. — De L’équilibre d'un fluide dans un tuyau très-étroit. 

2. Supposons d’abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau infini- 
ment étroit et de figure donnée; et imaginons ce fluide divisé en tranches 
ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds, et la largeur ta ; on 
pourra prendre dm — mds, à cause que la largeur ta du tuyau est supposée 
infiniment petite, ds étant l’élément de la courbe du tuyau. Or, en imaginant 
que le fluide reçoive un petit mouvement, et change infiniment peu de place 
dans le tuyau, soit Ss le petit espace que la tranche ou particule dm par- 
court dans le tuyau ; il est clair que tais sera la quantité du fluide qui pas- 
sera en même temps par chacune des sections ta du canal. Donc, à cause de 
l’incompressibilité du fluide, il faudra que cette quantité soit partout la 
même; de sorte que faisant tuSs = a, la quantité a sera constante par rap- 
port à la courbe du tuyau. On aura ainsi ta — ^ , et, par conséquent, 

dm = ; de sorte que la formule qui exprime la somme des moments des 
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forces deviendra, en faisant sortir liors du signe intégral la quantité con- 
stante a, 

«S(P«S// + Q<f g + RSr-h ...)£■ 

Maintenant il est visible que puisque Sp, <57/, Sr, etc., sont les variations 
des lignes p, q, r, etc., résultantes de la variation Ss, ces variations doivent 
avoir entre elles les mêmes rapports que les différentielles dp, d<j, dr, etc., 
ds, à cause de la figure du canal donnée; ainsi on aura 

dp dp dq dq Sr dr 

J7 = <7r r, = 

ce qui réduira la formule précédente à cette forme, 

aS (P dp -f- Qdq -+- R dr -+- . . .), 

où les différentielles dp, dq, dr, etc., se rapportent à la courbe du canal, et 
le signe S indique une intégrale prise par toute l’étendue du canal. 

Faisant donc cette quantité égale à zéro, on aura l'équation 

S (P dp -h Q dq -+- Rrfr -+- . . .) = o, 

laquelle contient la loi générale de l’équilibre d’un fluide renfermé dans un 
canal de figure quelconque. 

5. Si outre les forces P, Q, R, etc., qui animent chaque point du fluide, 
il y avait de plus à l'une des extrémités du canal une force extérieure n' qui 
agit par le moyen d’un piston sur la surface du fluide, et perpendiculaire- 
ment aux parois du canal ; alors dénotant par Ss' le petit espace parcouru 
par la tranche du fluide qu’on suppose pressée par la force n', tandis que 
les autres tranches parcourent les différents espaces Ss, il faudra ajouter à 
la somme des moments des forces P, Q, R, etc., le moment de la force If', 
lequel sera représenté par n'^j'. Or, si l’on nomme a la section du canal à 
l’endroit où agit la force II', on aura a /Ss' pour la quantité de fluide qui 
passe par la section u, tandis que par une autre section quelconque a il 
passe la quantité de fluide cvSs. 

Mais l’incompressibilité du fluide demande que ces quantités soient par- 
tout les mêmes; donc ayant déjà supposé uSs == «, on aura aussi u’Ss' = a ; 
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par conséquent, <f.r'=^. Donc la somme totale des moments des forces 
qui agissent sur le fluide sera représentée par la formule 


a[5'-t-S(P4»H-Q^-t-R £ Zr-+- ...)]î 

de soi-te que l’équation de l’équilibre sera 

^ ■+■ S (P dp -t- Qify -+- R dr -1- . . .) = o. 


4. Il est évident que, dans l’état d’équilibre, la force II' doit être contre- 
balancée par la pression du fluide sur le piston dont la largeur est eu ; d’où 
il s'ensuit que cette pression sera égale à — II', et, par conséquent, égale à 


c/S(Prfy> H- Qdy -1- Rrfr . . .). 

Donc, en général, la pression du fluide sur chaque point du piston sera 
exprimée par la formule intégrale 

S(Pc(p -h Qdq 4- Rdr -+- . . .), 


en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette pression 
sera aussi la même, si au lieu d’un piston mobile on suppose un fond immo- 
bile qui ferme le canal d’un côté. 


a. Si à l’autre extrémité du canal il y avait une autre force II" agissante 
de même par le moyen d'un piston, on trouverait pareillement, en nom- 
mant eu" la section du canal dans cet endroit, l'équation 

-t- -1- S(Pÿ -I- Q dq -r- R dr H- . . .) = o 


pour l'équilibre du fluide. 


6. Donc, si le fluide n’est pressé que par les deux forces extérieures II' 
et n" appliquées aux surfaces eu' et eu", il faudra, pour l’équilibre, que l’on 
n> ip 

ait —, -t- = o ; d’où l’on voit que les deux forces n' et n" doivent être de 

directions contraires, et en même temps réciproquement proportionnelles 
aux surfaces eu' , eu" sur lesquelles ces forces agissent. Proposition qu’on 
regarde communément comme un principe d’expérience, ou du moins 
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comme une suite du principe de l'égalité de pression en tout sens, dans 
lequel la plupart des auteurs d’Ilydrostatique font consister la nature des 
fluides. 

7. La connaissance des lois de l’équilibre d’un fluide renfermé dans un 
canal très-étroit et de figure quelconque, peut conduire à celle des lois de 
l'équilibre d'une masse quelconque de fluide renfermée dans un vase ou non. 

Car il est évident que si une masse fluide est en équilibre, et qu'on ima- 
gine un canal quelconque qui la traverse, le fluide contenu dans ce ( anal 
sera aussi en équilibre de lui-même, c'est-à-dire indépendamment de tout le 
reste du fluide. On aura donc pour l'équilibre de ce canal, en faisant abstrac- 
tion des forces extérieures (art. 2), 

S(Pr//> -+- Qr /<7 ■+• R<fr . . .) = o. 

Kt comme la figure du canal doit être indéterminée, l'équation précédente 
devra être indépendante de cette figure; d’où l'on pourrait conclure tout de 
suite, comme Clairaut l’a fait dans sa Théorie de la figure de la Terre, que 
la quantité Pdf) -+- Q de/ -f- Kdr doit être une différentielle exacte. 

Mais on peut arriver à cette conclusion par l’analyse même, et trouver en 
même temps les relations qui doivent avoir lieu entre les quantités P, Q, 
R, etc. Pour cela, il n’y a qu'à faire varier l’intégrale 

S (P dp Qdq Rr/r 

par la méthode des variations, et supposer sa variation nulle. 

8. Dénotons en général par T la valeur de l’intégrale 

S(P<^> -+- Qt/ÿ + Rrft+ . . .) 

prise par toute la longueur du canal ; il faudra que l’on ait d'y = o. 

Or on a, par la différentiation, 

i , 'F = J'. S (P dp Qd/j -t- R dr -I- . . .) = SJ'(P(^o -+- Q dq -I- R dr 

= S(P<W/> -t- QSdq ■+■ R Sdr SVdp - 4 - SQdq -4- JRrfr -f- . . .). 

Changeant Sd en dS, et faisant ensuite disparaître le double signe dé par 
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«les intégrations par parties, on aura 

i*T = VS p -+- Q Sq -+- ItJr -+- . . . 

-+- S(<fPr//J — dVSp +• SQdq — dQSq -+- SRdr — dRSr -t- . . .), 

où les termes qui sont hors du signe S se rapportent aux extrémités de l’in- 
tégrale représentée par ce signe, et répondent, par conséquent, aux bouts 
du canal; de sorte qu'en supposant ces bouts fixes, les variations Sr>, Sq, 
Sr, etc., qui y répondent, seront nulles, et les termes dont il s'agit s'éva- 
nouiront d’eux-mêmes. 

Maintenant, comme les quantités P, Q, R, etc. , qui représentent les forces, 
sont ou peuvent toujours être supposées des fonctions de p, q, r, etc., il 
est clair que la partie de qui est affectée du signe S n'est plus susceptible 
de réduction; donc, pour que l’on ait en général é Y = o , il faudra que 
cette partie soit nulle d’elle-mèmc, et que, par conséquent, l’on ait pour 
chaque point de la masse fluide l'équation identique 

SVdp — dVSp -h SQdq — dQSq - 4 - <îIWr — rflUr -(-...= 0. 


fin regardant les expressions des forces P, Q, R, etc., comme des fonctions 
quelconques de p, q, r, etc., on aura, suivant la notation reçue, 


de même 


■H tl P j , «/P » fi P » 

rfP = — d P ■+■ d, l -*--JS dr + 


Hp 

rfP 

dp 


f n fi f^P P» 

SP = dï S P + d< i * t < 


hv ; 

Tr Sr 


et ainsi des autres différences. Substituant ces valeurs dans l’équation précé- 
dente, et ordonnant les termes, elle deviendra de cette forme : 


+ (™-'%;)( Srd P- dri P) 

...y 

et devra avoir lieu indépendamment des différences dp, dq, dr, etc.; S p, 
Sq, Sr, etc. 

Donc, s’il n’y a aucune relation donnée entre les variables p, q, r, etc., 

Méc. anal . I. 23 
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il faudra faire séparément 

dP dQ 

j j = °> 

tiq dp 

r/P d R 

Tr 

dO rfR 

~îb dq ~~ °’ « 

Ce sont les équations de condition connues pour l'intégrnbilité de la formule 

P dp -I- Qdq -+- R <//•-+- 

9. Lorsque les lignes p, q, r, etc., se rapportent à un point dans l’es- 
jwee, comme dans le cas présent, elles ne peuvent dépendre que des trois 
coordonnées de ce point, et les forces P, Q, R, etc., peuvent toujours se 
réduire à trois, suivant ces coordonnées (scct. V, art. 7). Ainsi, en prenant 
p , q, r pour ces coordonnées, soit rectangles ou non (*), et P, Q, R, etc., 
pour les forces qui agissent sur chaque particule du fluide, dans la direction 
des mêmes coordonnées, il faudra que les quantités P, Q, R, regardées 
comme des fonctions de p , q , r, satisfassent à ces trois équations, 

dP dQ _ rfP </R _ Q 

dq d/> dr dp dr . dq °" 

Ce sont les conditions nécessaires pour qu,e la masse fluide puisse être en 
équilibré, en vertu des forcés P, Q, R, qui agissent sur tous ces points. 

Au reste, on a fait abstraction jusqu’ici de la densité du fluide, ou plutôt 
on l’a regardée comme constante et égale à l'unité; mais si l’on voulait la 
supposer variable, alors, en nommant r la densité d’une particule quel- 
conque dm, on aurait (art. *2) d ni — r a ds ; et les quantités P, Q, R, etc., 
se trouveraient toutes multipliées par I\ Ainsi l’on aura pour l'équilibre des 
fluides de densité variable, les mêmes lois que pour l’équilibre des lipides de 
densité uniforme, en multipliant seulement les différentes forces par la den- 
sité du point sur lequel elles agissent, c’est-à-dire en écrivant simplement 
rP, l'Q, TR, etc., à la place de P, Q, R, etc. 

1 '*} Cetu.» assertion n’est pas exacte. Si P, Q, R désignaient les composantes parallèles*» trois axes 
obliques, et />, r;, r les coordonnées relatives à ccs axes, la somme des moments virtuels ne serait 
pas P dp Q dq -f- R dr t et les raisonnements qui précèdent ne pourraient pas s'appliquer. 

(/. Bertrand.) 
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§ II. — Où l’on déduit les lois générales de l’équilibre des fluides 
incompressibles, de la nature des particules qui les composent. 

10 . Nous allons maintenant chercher les lois de l'équilibre des fluides 
incompressibles, directement par notre formule générale, en regardant ces 
sortes de fluides comme formés d’un amas de particules mobiles en tout sens, 
et qui peuvent changer de figure, mais sans changer de volume. 

Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui agissent sur 
les particules du fluide soient réduites à trois, représentées par X, Y, Z, et 
dirigées suivant les coordonnées rectangles .c, y, z, c’est-à-dire tendantes à 
diminuer ces coordonnées. Nous avons donné, dans le chap. 1 de la sect. V, 
les formules générales de cette réduction. 

Nommant dm la masse d’une particule quelconque, on aura, pour la 
somme des moments des forces X, Y, Z, la formule intégrale 

S (XJar-t- Y Sy -y ZJs)rfm; 

or le volume de la particule dm peut être représenté par dxdydz ; ainsi, en 
exprimant par r la densité, il est clair qu’on aura dm — Tdxdydz ; et le signe 
d'intégration 8 appartiendra à la fois aux trois variables x, y, z. 

Il faudra, de plus, avoir égard à l'équation de condition résultante de 
l’incompressibilité du fluide, laquelle étant supposée représentée par L = o, 
donnera, en différentiant selon S, multipliant par un coefficient indéter- 
miné A, et intégrant, la formule Sa<IL à ajouter à la précédente. , 

S’il n’y a point de forces extérieures qui agissent sur la surface du fluide, 
ni de conditions particulières à cette surface, on aura simplement, pour 
l’équation générale de l’équilibre (sect. IV, art. 15), 

S (XSx -+- Y S y H- ZSz) dm -+- Sa<ÎL = o, 

dans laquelle il faudra prendre les intégrales relativement à toute la masse 
du fluide. 

11. La condition de l’incompressibilité consiste en ce que le volume de 
chaque particule soit invariable : ainsi, ayant exprimé ce volume par dxdydz, 
on aura dxdydz = const. pour l’équation de condition; par conséquent, 

L sera = dxdydz — const. , et <5L = S . (dxdydz). 

23 . 
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Pour avoir la variation S . ( dxdydz ), il semble qu’il n'y aurait qu’à diffe- 
rentier simplement dxdydz selon J; mais il y a ici une considération particu- 
lière à faire, et sans laquelle le calcul ne serait pas rigoureux. La quantité 
dxdydz n’exprime le volume d’une particule qu’autant qu’on suppose la 
ligure de cette particule un parallélipipède rectangulaire dont les côtés sont 
parallèles aux axes des x,y, z ; cette supposition est très-permise, puisqu'on 
peut imaginer le fluide partagé en éléments inliniment petits d’une ligure 
quelconque. Or, S. (dxdydz) doit exprimer la variation que souffre ce volume 
lorsque la particule change infiniment peu de situation, ses coordonnées ,r, 
y, z devenant x -+- Sx, y y- S'y, et il est clair que si dans ce change- 

ment la particule conservait la figure d'un parallélipipède rectangle, on aurait 

S. (dxdydz) = dydzSdx -+■ dxdzSdy -+■ dxdySdz. 

Par les principes du calcul des variations, on peut changer les Sdx, Sdy, 
Sdz en dSx, diy, dSz; mais il est nécessaire de remarquer que les variations 
Sx, Sy, Sz pouvant être regardées comme des fonctions indéterminées et infi- 
niment petites, tic x,y, z, pour que dix représente la variation du côté dx de 
la particule rectangulaire d rdydz, lequel est formé par l’accroissement dx que 
la coordonnée x reçoit, tandis que les deux autres, y et z, ne varient pas, il 
faut que dans la différentiation de Sx, la seule x soit censée variable : ainsi, 
suivant la notation des différences partielles, au lieu d’écrire simplement dix, 

il faudra écrire dx; de même, et par un raisonnement semblable, on 

fi Q " (\ Q * 

écrira— dy et ~ -dz au lieu àedSy, dSz. De cette manière, dans l’hypothèse 
que la particule dxdydz demeure rectangulaire après la variation, on aura 

S . (dxdydz) = dxdydz + 

Il en serait encore de même si l'on supposait que la particule dxdydz 
devint, par la variation, un parallélipipède dont les angles différassent infini- 
ment peu de l’angle droit; car on sait, par la Géométrie, que, si «, b, c sont 
les trois côtés d’un parallélipipède qui forment un angle solide, et a, fi, y les 
trois angles que ces côtés forment entre eux, la solidité, ou le contenu du 
parallélipipède, est exprimée par la formule 

abc. y/ ( i — cÔs k j — cos f? — eos y' ■+- 2 cos ot cos p cos y ) . 
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Or les côtés deviennent, par la variation, 



et les cosinus de a, J3, y deviennent infiniment petits; ainsi, en substituant ces 
valeurs au lieu de a, b , c, et négligeant les infiniment petits des ordres supé- 
rieurs au premier, on aura, pour la variation de dxdydz , la même expression 
qu’on vient de trouver. 

Mais quoique cette dernière hypothèse soit légitime, nous ne voulons pas 
l'adopter sans démonstration, pour ne rien laisser à désirer sur l'exactitude 
de nos formules. Nous allons donc chercher, d’une manière rigoureuse, la 
variation de dxdydz, en ayant égard à la fois au changement de position et 
de longueur de chacun des côtés d’un parallélipipède rectangulaire, et en sup- 
posant seulement, ce qui est exact dans l’infuiiment petit, que ces côtés 
demeurent rectilignes. 

12 . Pour simplifier cette recherche, nous commencerons par ne consi- 
dérer qu’une des faces du parallélipipède de dxdydz; par exemple, la face 
dxdy, dont les quatre angles répondent à ces quatre systèmes de coordonnées, 

(a) x -+- dx,y, s, (3) x,y-hdy, z, (4) x+<lx,y+dy, =. 

Supposons que les coordonnées x, y , z du premier système deviennent 
x -+- Sx, y -+- Sy, z -t- Sz, et regardons les variations Sx, Sy, Sz comme des 
fonctions infiniment petites de x, y, z ; en faisant croître successivement les 
x, y, de leurs différentielles dx, dy, on trouvera ce que doivent devenir 
simultanément les coordonnées des trois autres systèmes. Ainsi, en marquant 
par les mêmes numéros les systèmes variés, on aura 


(I) 

•r-f- 

Sx, : 

y -+- Sy, z-h Sz, 


(a) 

x -h 

dx ■+■ 

dix , , di\ , 

Sx ■+■ dx, y -t- Sy -t- — dx, 

P diz , 

z + Sz-t- -jjrdx, 

(3) 

X -f- 

Sx -t- 

tlix , . P do y , 

(l ~ dy, y -h dy -+- Sy -t — dy. 

: + Sz -t- ~~ dy, 

dy ■ 



1 

. p dix . dix , 

x ■+■ dx -t- Sx -t — j — dx -+- dy, 

dx dy ' 


(4) 


1 

y 4 - dy + Sy -f- ~ dx ■+- dy, 





t dit . diz , 

Sz + — dx + ^dy. 
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Comme ces quatre systèmes de coordonnées répondent aux quatre angles du 
nouveau quadrilatère dans lequel s’est changé le rectangle dxdy , il est clair 
qu'on aura les côtés de ce quadrilatère en prenant la racine carrée de la 
somme des carrés des différences des coordonnées pour les deux angles adja- 
cents à chaque côté. Ainsi, en marquant la droite qui joint deux angles par 
la réunion des deux numéros qui répondent à ces angles, on aura 



di y \ 

2 

/ ûoz \ 2 


,U ) 

1 -+* 

Ur 

'(¥)+(*«- 

~ dlÿ \ 
<{ y t 

iv 

m 

'(•-£ M 

iliy ' 
ttx 4 

f - 

[dàzy 

V * ) 


<‘ 4 y '' 
d r , 

) + 

m 


(>.a) 

0.3) 

(3.4) 

(2.4) 


d'où l'on voit que les côtés opposés (i ,a), (3,4) sont égaux entre eux, ainsi 
que les côtés opposés (i ,3), (a, 4), et que, par conséquent, le quadrilatère 
est un parallélogramme dont les deux côtés contigus (î , a), (i ,3) seront, en 
négligeant sous le signe les quantités du second ordre vis-à-vis de celles du 
premier, 


(i,a) = dr( î 


dâx\ 

lü)' 


(i,3) == dy ^1 


d<?r \ 

dr )' 


13. A l’égard de l’angle compris par ces deux côtés, on le trouvera par 
le moyen de la diagonale (a, 3), laquelle, en prenant de même la racine 
carrée de la somme des carrés des différences des coordonnées respectives 
des systèmes (a) et (3), devient 


Or, en nommant a l’angle dont il s’agit, le triangle formé par les trois côtés 

(i ,a), (i ,3), (a,3) donne 

cosa = [hl)l±h2l)\zzSpll. 

a(i,a)x(ï73) 


Substituant dans cette expression les valeurs trouvées de (î , a), (i ,3), (a,3), 
effaçant les termes qui se détruisent, et négligeant les infiniment petits du 
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second ordre et des ordres supérieurs, on aura 




d3x fl à Y 

COS Cf = — ï — ■ H y— » 

ffy dx 

où l'on voit que l'angle a ne diffère d’un angle droit que par des quantités 
infiniment petites, puisque son cosinus est infiniment petit. 


14 . Si 1' on applique la même analyse aux deux autres faces dxdz, djrdz 
du rectangle dxdydz , on trouvera que ces faces se changent aussi en parallé- 
logrammes; de sorte que les trois laces opposées seront aussi des parallélo- 
grammes, comme on peut le démontrer facilement par la géométrie. Par 
conséquent, le nouveau solide sera un parallélipipède dont les côtés, qui 
forment un angle solide, seront 


dx\ 


dix\ 

1 ^ "au ) ’ 


*(""¥)• *(-£)■ 


et nommant a, j9, y les angles compris entre ces côtés, on aura 


cos a 


dix 

~¥ 

dix 


005 < 9 = dz 


tld Y 

(13 Z 

ni' 


cos y = 


dày 

dz 


rljz 

dy ' 


d’où l’on peut conclure que la variation du parallélipipède rectangulaire 
dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée plus haut 
(art. il). 


1<‘>. On voit aussi par là que si les variations Sx. Sy , Sz n’étaient fonc- 
tions respectivement que de x, y, z, on aurait rigoureusement 


cos * = o, cos (3 = o, cos y — o ; 

de sorte que le parallélipipède rectangle dxdydz demeurerait rectangle après 
la variation. Or, comme le changement de forme de ce parallélipipède n’est 
qu'infiniment petit et n'influe point dans la valeur de sa solidité, il s'ensuit 
que, sans rien ôter à la généralité du résultat, on peut supposer que les 
variations Sx, Sy, Sz soient simplement fonctions de x, de y et de z, comme 
nous l’avons fait dans l’art. 31 de la sect. IV. 
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16 . Ayant ainsi la vraie valeur de S .(dxdydz), on la prendra pour relie 
de JL, et l’on aura 



On substituera donc cette valeur dans l'équation générale de l’art. 10 , et 
mettant en même temps pour fini sa valeur T dxdydz, on aura l’équation 

s| r(X<br-f- Y Sy ’/Jz) -+- dxdydz — o, 

et il ne s'agira plus que d’y faire disparaître les doubles signes dS par la 
méthode exposée dans le § II de la sert. IV. 

17. Considérons d’abord la quantité Sa '^-dxdydz, où le signe S dénote 

une triple intégrale relative à x, y, s; il est clair que comme la différence 
de Sx n’est relative qu’à la variation de x, il ne faudra aussi pour la faire 
disparaître qu’avoir égard à l’intégration relative à .r; c’est pourquoi on 

donnera d’abord à cette quantité la forme SdydzSx'-^- dx , ensuite on 

transformera l’intégrale simple S A ~-jy dx en h" Sx" — X' Sx' — S ^ Sxdx ; 

les quantités marquées d’un trait se rapportent au commencement de l'inté- 
gration, et celles qui en ont deux se rapportent aux points où elle finit, sui- 
vant la notation adoptée dans l’endroit cité. Ainsi la quantité dont il s'agit 
se trouvera changée en celle-ci : 

S dydz(x" Sx " — x'Sx') — SdydzS'-^Sxdx, 

ou, ce qui est la même chose, 

S {x" Sx " — x'Sx')dydz — S'^Sxdxdydz. 

De la même manière et par un raisonnement semblable, on changera les 
quantités 

SX^S-dxdydz et Sx^^- dxdydz 

en celles-ci : 

S (x"Sy" — x'Sy')dxdz — S. Sydxdydz 
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S(aMz' — XSz')dxdy - S -Szdxdydz. 

Faisant ces substitutions, on aura donc pour l’équilibre de la masse fluide 
cette équation générale : 

s[(rx - £)** + ( rY - 1) tr + (rz - g)*]*** 

-+- S(aMx'— A^.r')rfrrfs -f- S(a"^"- XSy')dxdz 
-h S(*"£z" — *!Sz')dxdy ±= o, 

dans laquelle il n’y aura plus qu’à égaler séparément à zéro les coefficients 
des variations indéterminées <f,c, Sy, Sz (art. lü, sect. IV). 

18. On aura donc d’abord ces trois équations : 

,, .■ fty. „ . - H* i.'z d^' 

rX “3î = 0 ’ r ^-4 = °’ 1 Z “ <71 = °’ 

lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la masse fluide. 

Ensuite, si le fluide est libre de tous côtés, les variations Sx' , Sy 1 , Sz , 
Sx* , Sy " , Sz" qui se rapportent aux points de la surface du fluide seront 
aussi indéterminées, et, par conséquent, il faudra encore égaler séparément 
à zéro leurs coefficients, ce qui donnera f! = o, À r/ — o , c’est-à-dire en 
général A = o, pour tous les points de la surface du fluide, et cette équation 
servira à déterminer la figure de cette surface. 

11 en sera de meme lorsque le fluide est renfermé dans un vase, pour la 
partie de la surface où le vase est ouvert; mais à l’égard de la partie qui est 
appuyée contre les parois, les variations Sx', Sy', Sz', Sx", Sy " , Sz' doivent 
avoir entre elles des rapports donnés par la figure de ces parois, puisque le 
fluide ne peut que couler le long des parois ; et nous démontrerons plus bas 
que, quelle que puisse être leur figure, les termes qui renferment les varia- 
tions en question seront toujours nuis d’eux-mèmes; de sorte qu il n y aura 
aucune condition relativement à cette partie de la surface du fluide. 

19. I .es trois équations qu’on vient de trouver pour les conditions de 
l’équilibre du fluide donnent 


— — r \ - - = r Y 

x- — 1 A > x. — 1 1 ' 


dl p'/ . 

Tz- T '" 


Méc. onat. I. 


Digitized by Google 



I KG mécanique ANALYTIQUE. 

. . i fl A , fl A ■ tl\ a 

donc, puisque « A — -h rfy -h ^ rtj, on aura 

«/A = r(\r/x -i- Y dy 4 - 7,dz) ; 

par conséquent , il faudra «pie la quantité Y(\dx 4- Y dy 4- 7.dz) soit une 
différentielle complète en .r, y, z, et cette condition renferme seule les lois 
de l’ équilibre des iluides. 

Si l'on élimine la quantité A des mêmes équations, on aura les suivantes : 

rf.rx _ rfjrv 

tfy <h ’ 
d.YX J. Y 7. 

dz “ dx ’ 
dS Y _ rf.TZ 

~s — ,/r' 

équations qui s’accordent avec celles de l’art. 9. 

Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse lluide puisse être 
en équilibre, en vertu des forces Y, Y, Z. Lorsqu'elles ont lieu par la nature 
de ces forces, on est assuré que l’équilibre est possible, et il ne reste plus 
qu’à trouver la figure que la masse fluide doit prendre jwmr être en équi- 
libre, c’est-à-dire l’équation de la surface extérieure du fluide. 

Nous avons vu, dans l'article précédent, qu'on doit avoir dans chaque 
point de cette surface A = o. Donc, puisque d A = F ( Y dx 4 - Y dy 4- Z dz), 
on aura, en intégrant, 

A = / F( Yr/.r + L/f + 7xh) -t- const. ; 
par conséquent, l’équation de la surface extérieure sera 
fr(Xdx -+- Y dy -h 7,dz) = K. 

K étant une constante quelconque; et cette équation sera toujours en termes 
finis, puisque la quantité Y ( X d.c 4 - à dy -t- 7 dz) est supposée une diffé- 
rentielle exacte. 

20. La quantité X d.r 4 - Y dy 4 - 7aIz est toujours d'elle-même une diffé- 
rentielle exacte, lorsque les forces X, Y, Z sont le résultat d'une ou «le 
plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quelconques des «lis- . 
tances aux centres, puisqu’on a en général, par l’art. I de la sect. V, 

X dx 4- \ dy 4- 7,dz — \*dp 4 - Qdq 4 - Itrfr 4 - .... 
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Nommant cette quantité d 17, on aura alors d A = rrfn ; donc, pour que d A 
soit une difTérentielle complète, il faudra que F soit une fonction de II. Par 
conséquent, A=/r<'/ll sera aussi nécessairement une fonction de 11. 

On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la figure de 
la surface, l’équation fond. n = K, savoir II égal à une constante, de 
même que si la densité du fluide était uniforme. De plus, puisque II est con- 
stante à la surface, et que F est fonction de n, il s’ensuit que la densité T 
doit être la même dans tous les points de la surface extérieure d’une masse 
fluide en équilibre. 

Dans l’intérieur du fluide, la densité peut varier d’une manière quel- 
conque, pourvu qu’elle soit toujours une fonction de II : elle devra donc être 
constante partout où la valeur de II sera constante; de sorte que II = h sera 
en général l’équation des couches de même densité, h étant une constante. 
Donc difTérentiant, on aura 

d H = o ou Xdx -t- Y dy -f- r Ldz = o 

pour l’équation générale de ces couches; et il est visible que cette équation 
est celle des surfaces auxquelles ia résultante des forces X, \ , Z est perpen- 
diculaire, et que Clairaut appelle surfaces de niveau. D’où il s’ensuit que la 
densité doit être uniforme dans chaque couche de niveau formée par deux 
surfaces de niveau infiniment voisines. 

Cette loi doit donc avoir lieu dans la terre et dans les planètes, suppose 
que ccs corps aient été originairement fluides, et qu’ils aient conservé, en 
se durcissant, la forme qu’ils avaient [irise en vertu de l’attraction de leurs 
parties, combinée avec la force centrifuge. 

21. A l’égard de la quantité A dont nous venons de déterminer la valeur, 
il est bon de remarquer que le terme Sa<SI, de l’équation générale de l’art. 10 
représente la somme des moments d’autant de forces A qui tendent à dimi- 
nuer la valeur de la fonction L (art. 7, sect. IV) ; de sorte que connue on n 
fait <ÎL = S.d.cdydz (art. 1 1), on peut dire que la force A (*) tend à com- 
primer chaque particule d.rdydz du fluide; par conséquent, cette force 

(*) !,a rnnelusinn «I exacte, quoique la démonstration ne soit pas suffisante. Nous avons déjà 
remarqué plusieurs fois qu'on ne peut considérer / comme une force, que si l'on consent à étendre 
la signification habituelle du mot force. (/. Bertrand . ) 

14. 
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n’est autre chose que la pression que cette particule du Hoirie souffre égale- 
ment rie tous côtés, et à laquelle elle résiste par son incompressibilité. 

<ln a donc en général pour lu pression dans chaque point de la masse 
lluide, l'expression 

Sri IV/.r -t- Qify" 4- Rdz); 

et comme la quantité sous le signe doit toujours être intégrable pour que le 
(luide soit en équilibre, il s’ensuit que la pression pourra toujours être 
exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives à la particule qui 
éprou ve cette pression ; proposition fondamentale de la théorie des fluides, 
donnée par Euler . 

22. Pour donner une application de l'équation 11 = const., que nous 
avons trouvée pour représenter la surface, d'une masse lluide en équi- 
libre (art. 20), nous allons considérer l’équilibre de la mer, en supposant 
qu'elle recouvre la terre regardée comme un solide de ligure elliptique et 
peu différent de la sphère, et que chacune de ses particules soit attirée à la 
fois par toutes les particules de la terre et de la mer, et soit animée en même 
temps «le la force centrifuge provenant de la rotation uniforme de la terri 1 
autour de son axe. 

C'est ici le lieu d’employer les formules que nous avons données «lans 
I art. 10 de la sect. V. Nous avons désigné par 2 la valeur de la fonction II. 
lorsque les forces sont le résultat des attractions de toutes les particules d’un 
corj >s de figure donnée, et nous avons donné l'expression de 2 pour le cas 
oit l'attraction est en raison inverse du carré des distances, et oii le corps 
attirant est un sphéroïde elliptique peu différent de la sphère. En conser- 
vant les dénominations employées dans cet article, et en s’arrêtant aux termes 
qui contiennent les secondes dimensions des excentricités e et /, on a trouvé 


i = — m | 


«’4- r 
1 . 5 !•’ 




oii .«' , y, : sont les coordonnées rectangles du point attiré, r = y'.r 5 4- y 2 4- 
est la distance de ce point au centre du sphéroïde, et ni est la masse du sphé- 
roïde égale à — j' ABC, A. B, C étant les demi-axes du sphéroïde. 


(* Mémoires de V Académie de Berlin; rj55. (/. Bertrand . ) 
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Si l’on dénote par I' la densité du sphéroïde supposé' homogène, il laudnt 
multiplier eette expression de £ par r ; et si l’on suppose que le sphéroïde 
ait un autre sphéroïde pour noyau, dont la densité soit différente, il n’y aura 
qu'à y ajouter la valeur de 1 relative à èe nouveau sphéroïde, multipliée par 
la différence des densités. Ainsi, en marquant par un trait les quantités rela- 
tives au sphéroïde intérieur, et supposant que sa densité soit F + r', on 
aura pour la valeur totale de £, 


rmfr’-K'l + r' n.> , '+i' 1 ) 

a. 5 r 1 


rme^rfi.V* - 

— 3 — tts r 


T m l T 


25. Supposons que le point attiré par le sphéroïde soit en même temps 
sollicité par trois forces représentées par jx, gy et hz dirigées suivant les 
coordonnées x , y et ;, et tendantes à les augmenter, on aura — fadx, 

— Bydy et — hzflz pour leurs moments, et il en résultera les termes 

fx* er* hz 9 . , 

— --- ^ ~ à ajouter à la quantité £ pour avoir la valeur de II, due 

à toutes les forces qui agissent sur le même point. Ainsi l’équation de l’équi- 
libre sera 


/x'+n' + hz' 
a 


const. 


2t. I ’our appliquer maintenant ces formules à la question dont il s’agit, 
on supposera que le sphéroïde extérieur est la mer, dont la densité est r, 
et que le noyau intérieur est la terre, ayant la densité T -+- r', et l’on placera 
le point attiré à la surface de la mer, en faisant coïncider les coordonnées 
.r, y, z de ce point avec les coordonnées a, b, c de la surface du sphéroïde 
extérieur. On aura alors, pour que cette surface soit en équilibre, l’équation 


Fin -4- F'm Tm je’ + i*) -+- r'm' (e’ -t- i’’) 
r a.âr 1 


-h 


( 3 

( 3 


I'm c’-H F'mV 
a. 5 c 1 

rmi' + F'm ï'* 
a .5 r* 


-ï- 





= const. 
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(jette équation, dans laquelle r — y/.r 3 4-j' 3 4- s 3 , donne la figure de la 
surface ; mais nous avons supposé dans les formules de l’art. 10 de la sect. V 
que cette surface est représentée par l’équation 



en prenant ici .r, y, z au lieu de a, b, c; donc il faudra que ces deux équa- 
tions coïncident. 

Tirons de celle-ci la valeur de r en y et z, et, pour cela, substituons dans 


r 3 = .r 3 4-r'4- 


pour 


x 1 sa valeur A 3 - 


A>y 3 A*r* 

-jj, jjf - 1 on aura, en met- 


tant pour B 5 et C 3 les valeurs A 3 -t- e 3 , A 3 -t- i* (article cité), 


/•’= A 3 -(- 


A* - 


d’où Ton tire, en rejetant les puissances de e et i supérieures à e 3 et i' 3 , aux- 
quelles nous n’avons point égard ici, 

■ i tV+£i l 

r A a À* 


On substituera donc cette valeur de - , ainsi que celle de .r 3 , dans la pre- 
mière équation, et rejetant toujours les termes qui contiendraient e*, /'*, 
e 3 , /*, etc., on aura 

T m -I- TV _ Tmfc ’ -h P) -y /A’ 

A a . 5 A’ a 

rme’ + r'mV' g fl A’ (Tm -I- T'm'je’N , 

-r- ^ > a ,5A* h a ~ aTï’ a A T )? 

/ , T mi* -H r'in'«’ M h ) A* (Tm 4- T' m')/ 1 \ 

\ a. 5 A* a ad’ aA* j 

= const. 


(jette équation devant être identique, il faudra que les coefficients des 
quantités variables .r 3 et s 3 soient nuis, ce qui donnera les deux équations 


3r'mV* 

(al m 4- 5 F 3 m') c 3 g 

/A* 

a. 5 A* 

a.5A* a 

aB* 

ST'inV’ 

(a Tm 4- 5 T' m')«* h 

/A’ 

a.5Ï* 

a. 5 A’ a 

aC’ 
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qui serviront à déterminer les deux excentricités e et i de la surface elliptique 
de la mer. 


25. On sait que la force centrifuge est proportionnelle à sa distance de 
l’axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation. Donc, si l’on 
prend l’axe 2 A, qui est aussi l’axe des coordonnées x, pour l’axe de rota- 
tion, et que f soit la force centrifuge à la distance de A de l’axe, on aura 

pour la force centrifuge d’un point quelconque du sphéroïde, en faisant 

« = -I- ! cette force, étant dirigée suivant la ligne « et tendant à 

l'augmenter, donnera le moment — dont l’intégrale — savoir 

o A 0 a A 

f( s’) . , . , , , , r 

— a A ~ , devra être ajoutée à la quantité 2, pour avoir égard à l’eflét 

de la force centrifuge. Ainsi 011 aura les conditions de l’équilibre de la mer, 
en vertu de l’attraction réciproque de toutes les particules de la mer et de la 
terre, et de la force centrifuge due à la rotation de la terre, en faisant dans 

les deux équations précédentes f — o, g — j, /* = A * 

Puisque les deux constantes g et U sont égales, on voit, par ces équations, 
que, si les excentricités c et V de la terre sont égales, on aura aussi les deux 
excentricités e et i de la figure de la mer égales entre elles ; de sorte que, si 
la terre est un sphéroïde de révolution, la mer en sera un aussi. Mais si la 
terre n’est pas un sphéroïde de révolution, la mer ne le sera pas non plus, et 
les deux équations dont il s’agit donneront les valeurs de ses deux excen- 
tricités e, /, qui seront différentes des excentricités e' et i' de la terre. 

26. Au reste, cette solution n’est exacte qu'aux quantités e~ , i‘ , c'% i' 1 
près ; et si l’on voulait avoir égard, dans les valeurs de 1 et de r, aux termes 
qui contiendraient des puissances supérieures de ces quantités, il ne serait 
plus possible de vérifier en général l’équation 


y %*+**) 

a A 


= const. 


pour la surface d’équilibre ; d’où il faudrait conclure que cette surface n’a 
point rigoureusement la figure d’un sphéroïde elliptique. 

Je dis en général, parce que dans le cas oii le sphéroïde est homogène et 
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sans noyau intérieur d’une densité différente, on a trouvé que les attractions 
sur un point quelconque de la surface, suivant les trois ordonnées x, r, s, 
sont représentées exactement par les formules 

m Lar, m M v, ni N 

où L, M, K sont des fonctions de A, U, G données par des intégrales définies ; 
d’où l’on déduit pour S cette expression rigoureuse, 

ï = "x(U‘+M,r , + N:*). 

Ainsi l*équation de l’équilibre 1 \ — ' — const *> étant de la même 

forme que l’équation du sphéroïde = 1 , on peut, à cause de 

la constante arbitraire, les rendre identiques par ces deux conditions, 

m.M — f A* ni N — f A’ 

~ùiL IF’ ml, ~ <?’ 

lesquelles donnent H = G, parce que les quantités M et N sont (*) des fonc- 
tions semblables de 11, G et. de C, B; elles se réduisent ainsi à une seule, (pii 
sert à déterminer le rapport de A à B. 

Ge cas est, jusqu’à présent, le seul pour lequel on ait trouvé une solution 
rigoureuse qu’on doit à Maclaurin; de sorte que le problème de la figure de 
la terre, envisagé physiquement, n’est résolu exactement qu’en supposant le 
sphéroïde fluide et homogène. Dans ce cas, les deux équations approchées, 
trouvées plus haut (art. 21), donnent, en faisant 

f 

r=i, r = O, g = h = - et e=t, 

celle-ci : 


Si l’on compare la force centrifuge à la gravité prise [jour l’unité, laquelle est. 


{*) Kr» examinant tes équations de plus près, on voit qu'elles' admettent une autre solution, et 
qu'un ellipsoïde à trois axes inégaux peut satisfaire. Celte remarque est de Jaeobi; elle a été déve- 
loppée par M. Liouviile ( Journal de l'Ecole Polytechnique , tome Xlll). Payez une Note à la fin du 
voltim* (/. Bertrand. ) 
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aux quantités c* près, ~ , il n'v aura qu'à faire = i , et l'on aura 

f _ . K’ - A*. 

rl’oii l'on tire 


ni't 


U ,/ 5 f 


Or on a f= donc ~ = à très-peu près, comme on le sait depuis 
longtemps. 

$ III. — De l'cquilibre d’une masse fluide libre avec un solide qu elle 

recouvre. 


27. 1 ,es lois particulières de l’équilibre d'un fluide avec un solide qui y est 
plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les points du fluide et du 
solide sont sollicités par des forces quelconques, dépendent des termes de 
l'équation générale (art. 17) qui se rapportent aux limites, et qui ne con- 
tiennent que des intégrations doubles. 

Ces termes donnent cette équation aux limites, 

Sh" (Sx"dydz -f- Sy" dxdz -h Sz" d.vdy) 

— Sa' (Sx 1 dydz -+- Sy'drdz -t- Sz'dxdy) — o. 

laquelle doit se vérifier dans tous les points où le fluide est contigu au solide. 

28. Considérons d’abord le cas d’une masse fluide dont la surface exté- 
rieure est libre, et qui environne un noyau solide fixe de figure quelconque. 

Kn prenant l’origine des coordonnées dans un point de l’intérieur du 
noyau, les quantités marquées d'un trait se rapporteront à la surface du 
noyau, et les quantités marquées de deux traits se rapporteront à la surface 
extérieure du fluide. Ainsi on aura d'abord, pour tous les points de cette 
surface, f équation a”’ = o, laquelle donne, comme on l’a déjà vu plus liant 
(art. 19), 

S r (Xdjc 4- \ dy -h Yjdz) = K , 
pour la figure de cette surface. 

Mer. anal. I. a5 
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Il ne restera donc à vérifier que l'équation 


Sï! (êx'dydz ■+■ Sy'dxdz -+- S z'd.cdy) = o, 
douttous les ternies se rapportent à la surface du noyau. 

29. Comme l’intégration de ces termes est relative aux coordonnées dont 
les différentielles entrent dans l’expression des éléments superficiels d.rdy, 
dxdz, dydz, il faut commencer par réduire ces éléments à une même forme; 
ce qu’on peut obtenir en les rapportant à l’élément de la surface auquel ils 
répondent. 

Désignons par ds 3 l’élément de la surface qui répond à l’élément dxdy du 
plan des x, y, et nommons y l’angle que le plan tangent fait avec le même 
plan des x,y; on aura, par la propriété connue des plans, dxdy = ds 1 cos y , 
et l’intégrale Sx’Sz'dxdy deviendra SX co&y 1 Szds 1 , laquelle devra s’étendre 
à tous les points de la surface du fluide. 

De même, si dr 3 est l’élément de la surface qui répond à l’élément d.rdz 
du plan des .r, z, et qu’on nomme fi' l'angle que le plan tangent fait avec ce 
même plan des .r, z, on aura d.rdz = d^cosf)', et l’intégrale SïfSy'drdz 
deviendra Sa’ cos fi' Sy ' d a 3 , laquelle devra s'étendre également par tonte la 
surface du fluide. 

30. Je remarque maintenant que, quoique les deux éléments dLf 1 et da 7 de 
la surface puissent n’être pas égaux entre eux, néanmoins, comme les deux 
intégrales qui renferment ces éléments se rapportent à la même surface, rien 
n empêche d’employer le même élément dans ces deux intégrales, puisque, 
par la nature du calcul différentiel, la valeur absolue des éléments est arbi- 
traire et n’influe point sur celle de l’intégrale. Ainsi on pourra changer 
l'intégrale Sa’ cos f? Sy' d<r 7 en Sa'cos jS f Sy 'ds 1 . 

Par le même raisonnement, l’intégrale SX Sx' dydz pourra se mettre sous 
la forme Sa’cos«' Sx' ds 1 , en nommant x' l’angle que le plan tangent fait avec 
le plan des x, y. 

D’ailleurs, il est évident qu’on peut toujours prendre les éléments d r, dy 
dz tels, qu’ils satisfassent aux conditions 

dxdy = eos y'ds 1 , <lxdz = cos fs ' ds 3 , dy dz — cos a‘ ds 1 , 
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1 9 5 



Par ces transformations, l'équation aux limites deviendra enlin 
S/(cos«'<î.r'-t- cosfi'Sy' -y cos y'Sz’)ds 3 — o* 


l'intégration devant s’étendre sur toute la surface du fluide contigu au noyau. 

31. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par l’éqlia- 
tion différentielle 

A</.c' -+- Br/y'-f- Qdz' = o. 

En nommant a, , y' les angles que le plan tangent fait avec les plans des 
,r, v, des x , : et des y, on a, par la théorie des surfaces, 


cos a' = 
cos = 


A 

B 

V(A’+ B’-t-tTÿ* 


co s y = -y= 

' i// A * 


V^A’-f- B ! -t- C’j 


Donc l’équation de l’article precedent, relative à la surface, deviendra 


S Ta' X 


Aftr'+BJr'+CoV I A ' t 
vV V’-t- B’-t- C’ i J 


o. 


Gomme cette surface est donnée de figure et de position, les variations Sx', 
Sy, Sz des coordonnées des particules qui y sont contiguës doivent avoir 
entre elles une relation dépendante de l’équation de la même surface; ainsi, 
ayant supposé cette équation Adx -+- Brfy'-f- Cdz’ — o, on aura aussi 
nécessairement A<fr' -f- Béy ' -+- C Sz' — o, ce qui satisfait à l’équation aux 
limites de l’article précédent, sans qu i! en résulte aucune nouvelle équation. 

32. Soit p' une ligne perpendiculaire à la surface dans le point auquel 
répondent les variations Sx ' , Sy', S:', et terminée à un point fixe. Puisque a' 
est l’angle que le plan tangent fait avec le plan des y, z, ce sera aussi l’angle 
que la perpendiculaire p' à ce plan fait avec l’axe des x, qui est perpendicu- 

> 5 . 
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laire a» même plan îles y, ;. De même, ,9' sera l’angle de cette perpendiculaire 
avec l’axe des y; et y' sera l’angle de la même perpendiculaire avec l’axe 
des z. Donc, quelles que soient les variations 8x', èy', 8 î', on aura, en 
général, par l’art. 7 de la seet. II, en changeant fl en 8 , 

îp = cos a oæ + cos j3 îy H- cos y ùz ; 

et l’é«|uation de l’art. 50, relative à la surface du fluide, pourra se mettre sous 
la forme 

Sa , 'j/)'ds' i — o, 

où l’on voit que chaque élément A'r/r 8// de cette intégrale représente le 
moment d’une force ?! fis* appliquée à l’élément tir de la surface, et dirigée 
suivant la perpendiculaire// à cette surface. De sorte que fini égra le S A* 8// fis 1 
représentera la somme des moments de toutes les forces h’ appliquées à chaque 
point de la surface, et agissant perpendiculairement à cette surface. 

Cette force égale à A* est évidemment la pression exercée par le fluide sur 
la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance du noyau. Mais on 
peut, en général, réduire à la forme Sa tous les termes de l’équation aux 
limites qui se rapportent à la surface du fluide, soit que cette surface soit libre 
ou non ; et il est évident que la pression A doit être nulle dans tous les points 
où la surface est libre; ce que nous avons déjà trouvé d’une autre manière 
(art. 18). 

53. Si le noyau recouvert par le fluide était mobile, alors il faudrait aug- 
menter les variations 8.r, «y, 8: des variations dépendantes du changement 
de position du noyau. 

Pour distinguer ces différentes variations, nous désignerons par Sx, Sy , S/, 
les variations ducs simplement au déplacement des particules du fluide, rela- 
tivement au noyau regardé comme fixe, et nous dénoterons par 8£, 8», 8£ les 
variations qui dépendent du déplacement du noyau. Celles-ci sont exprimées 
par les formules suivantes, que nous avons trouvées dans l’art. GO de la 
sect. V : 

8? = 3/ + zSM— /SN, 

8» = Sm — coL -+- x8N, 

3£ = 8/t -t-jSL — x8M. 
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Ainsi, dans l'équation générale de l’art. 17, il faudra mettre ox -t- 
i y -f- o», iz -+- S£à la place de i.v, iy, 5s; et ensuite égaler à zéro les termes 
affectés des variations ix, i y, Sz, ainsi que ceux qui se trouveront affectes 
des nouvelles variations il, hn, in, i I,, SM, oN, après les avoir lait sortir 
liors des signes S, puisque ces variations sont les mêmes pour toutes les par- 
ticules du fluide. 

On voit d’aliord que l'introduction des variations i%, in, iÇ n apporte 
aucun changement aux équations qui doivent avoir lieu pour tous les points 
du fluide, et qui résultent des termes affectés d’une triple intégration, parce 
qu’en égalant à zéro les coefficients de ix, iy, i/. dans ces termes, les varia- 
tions SI-, or, iÇ disparaissent en même temps. D'où il suit que les lois géné- 
rales de l’équilibre contenues dans les formules de l’art. 19 sont indépen- 
dantes de l’état comme de la figure du noyau. 


54-. Il n'y a donc à considérer que l'équation aux limites, que nous avons 
réduite, dans l’art. 30, à la forme 


Sa' ( cos «Sx' -h eos fÿiy' -+- cos yiz')ds 2 — o. 

En y substituant pour ix', iy', iz' les valeurs ox'-t- «£', o y ' -t— oa',$z'-t- iÇ 
marquées d’un trait, pour les rapporter à la surface du fluide contiguë au 
noyau, elle devient 

SA'(cosaix’ -t- cospoy'-f- cosyiz') ds 1 
-+- Sa'(cos «££'-*- cos,3or' h- cosyiÇ) (ù* = o. 


I.a partie qui contient les variations ix 1 , i y', Sz' est nulle d’elle même, 
comme nous l’avons démontré dans l’art. 31. I/autre partie du premier 
membre de l’équation devra donc aussi être nulle. On y substituera les 
valeurs de i%', in', iÇ', et l’on égalera ensuite séparément à zéro les quan- 
tités multipliées par il, 5/n, in, $L, i M, 5N; on aura ces six équations, 

Sa' cos soir 1 = o, S a' cos fids 1 — o, S A' eos y ds ! — o , 

SA^y'cosy — z' cos p) ds* = o, 

Sa'( z'cos « — .r' cos y) ds * = o, 

Sa'( a.*' eos p — y' cos a) ds 3 = o. 


qui seront nécessaires pour l’équilibre complet du fluide et du solide. 
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Les équations répondent à celles de l’art. 62 de la sert. V, en substituant 
ds z pour dm, et A'cossf, A'cos,'J, a' eos y pour X, Y, Z. En effet, a' étant 
la lorce de pression qui agit perpendiculairement sur la surface du noyau 
solide, a' cos oc, a' cos 'i, a' cos y seront les forces <]iti en résultent, suivant les 
directions des coordonnées ce, jr, z, et il faudra «pie le solide soit en équi- 
libre, chacun des points de sa surface «'“tant sollicité par ces mêmes forces. 

55. Mais lorsqu'un fluide est supporté par un solide de figure donnée, et 
«pie l'un et l’autre sont sollicités par des Ibrees «pielconques, il est plus simple 
de tirer directement la solution du problème de l’équation fondamentale de 
l’art. 16, en y substituant immédiatement pour Sx, Jr, Sz, leurs valeurs 
l'omplétes Sx -H ?£, S y -+• Si -+- J£ (art. 55). 

Les variations ex, Sy, ci étant indépendantes des autres variations SI, 
cm, etc. , «lonncront une équation semblable à celle de l’art. 17, et fourniront 
les mêmes résultats pour l’équilibre du fluide, que dans le cas où le solide est 
supposé fixe. 

A l'égard des autres variations SI;, Su, iÇ, il est d’abord aisé de voir 
qu’elles ne donnent rien dans les valeurs des différences partielles ~~ , 

-jr' puisque les variations il, cm, Sn, cL, JM, sN sont censées indépen- 
dantes de .v, jr, z. 

Ainsi il suffira de substituer cÇ, J», à la place de cjc , iy, Sz dans 
la formule 

S(Xcx-+- Y Jy-(- ZSz)Tdxdydz, 

et d'égaler séparément à zéro les quantités multipliées par chacune des six 
variations SI, Sm, Sn, SL, JM, JA , après les avoir fait sortir hors du signe S. 
Il est visible qu'on aura de cette manière les mêmes équations qu’on a trou- 
vées dans la sect. V (ehap. IV), pour l’équilibre d’un corps solide dont 
chaque particule dm, qui est ici l'dxdydz, est animée par des forces quel- 
conques X, Y, Z; de sorte que l’on a pour l’équilibre d’un fluide sur un 
noyau mobile, les mêmes équations «jue si le fluide devenait solide. 

36. 11 résulte de ces deux manières d'envisager les variations, que la 
pression du fluide sur la surface du noyau équivaut à l’action de toutes les 
forces «pii sollicitent cha«|ue particule du fluide, en supposant que le fluide 
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soit considéré comme solide, et que le noyau soit augmenté de toute la masse 
du lluide devenu solide. 

Comme ce théorème de Statique est important, nous croyons devoir mon- 
trer d'une manière plus directe comment il se déduit de nos formules. 

Tout se réduit à démontrer que l'équation 


S(X<Î£ -+- Y Sx -+- 7iSÇ)V dvdydz = o 


donne les mêmes résultats que l'équation aux limites 


Sa' ($%'dydz in' dxdz -t- iÇdxdy) — o. 

Par les conditions de l’équilibre du fluide, on a (art. 19) 


rx-ÿ. 

dx 


rY = — . 
d r 


rZ = — • 

dz' 


et, comme les valeurs de <î$, in, SÇ (art. 35) sont respectivement indépen- 
dantes de x, y, z, on aura aussi 


I XSS=-£p, rY in 


d.\àri „ fy _ d.ÀâÇ 

i - d Y ; 


ainsi la première équation deviendra 


H 


dx 


d.lân 

~dT 


d-W \ 

dz I 


dxdydz = o. 


Le premier terme sous le signe est intégrable par rapport a x, le deuxième 
par rapport à/, le troisième par rapport à z; donc, si l’on exécute ces inté- 
grations partielles, comme on l’a fait dans l’art. 17, il en résulte l’équation 
aux limites 

S ^(i^dydz-b in"dxdzxr SÇ’dxdr) 

dydz ■+■ Sn dxdz-y- iÇ’ dxdy) — o. 

Mais on a/=o (art. 23) à cause que la surface extérieure du lluide est sup- 
posée libre; donc il ne restera que l’équation 

SA '(SZ'djrdz -t- in'dxdz ■+■ iÇdxdy) = o. 


Ainsi les deux équations reviennent exactement au même. 
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37. Puisque, relativement aux variations dépendantes du déplacement du 
noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre comme s’il ne faisait qu'une 
masse solide avec lui ; lorsque tous les points du noyau seront aussi sollicités 
par des forces quelconques, il n’y aura qu’à tenir compte de ces forces, comme 
de celles qui sollicitent les particules du fluide, et appliquer à l’équilibre de 
la masse composée du fluide et du solide, comme si elle ne formait qu'un 
solide continu, les solutions données dans le cliap. IV de la sert. V. 

^ IV. — De l'équilibre des fluides incompressibles contenus dans des vases. 

38. 1 /équation générale aux limites de l’art. ‘27 doit se vérifier pour tous 
les points des parois du vase dans lequel le fluide est renfermé. 

Mettons cette ('quation sous la forme 

S(A* , Sx" — A' ix') dydz 
+ S(a"î/- t!iy')dxdz 
-+- S(^Sz" — A'Ss') dxdy = o. 

et considérons d’abord les termes — A* £;’) dxdy, dans lesquels 

o;" et iz' sont les variations de l’ordonnée s, en tant qu elle se rapporte aux 
deux points de la surface du fluide qui répondent aux memes coordonnées 
j- et y. 

Il est évident que les variations iz" tendent à faire sortir les particules 
de la surface hors de la masse fluide, et que les variations iz', en les suppo- 
sant toutes deux positives, tendent à faire rentrer dans cette masse les par- 
ticules de la surface opposée ; de sorte qu’en donnant à celle-ci le signe 
négatif, les variations o:" et — iz' tendront également à faire sortir hors de 
la masse fluide les particules de la surface ; et la double intégrale 

S(A*'5s"-t-A'x — iz')dxdy 

représentera la somme de toutes les quantités fiizd.rdy qui répondent à 
tous les points de la surface du fluide, et dans lesquelles les variations iz 
seront censées avoir la même tendance du dedans de la masse fluide au 
dehors: ainsi, avec cette condition nous pouvons donner à cette intégrale 
cette forme plus simple S fi.izd.tdy. 
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De la môme manière et avec les mêmes conditions, on pourra ramener 
les deux autres intégrales doubles 

S {iïty'—XSy^dxds et S (A* Sx " — iî Sx")dydz 
à la forme ShSydxdz, S xSxdydz. 

Ainsi l’équation aux limites dont il s'agit pourra se mettre sous eette forme. 

SA Szdxdy -+- ShSydxdz -f- ShSzdydr, 

qu'on peut encore réduire, par l'analyse de l'art. 33, à celle-ci : 

SA(cos x$x cos fi S y -+- eosy^j)^’ = o, 

dans laquelle ar, fi, y sont les angles que le plan tangent à la surface, dans le 
point qui répond aux coordonnées .r, y, z, lait avec les trois plans des y, =, 
des x, z et des x, y. L’intégration de cette équation devra s’étendre à toute 
la surface du fluide ; et les variations <T.r, Sy, Sz seront censées toutes diri- 
gées du dedans de la masse fluide au dehors. 

39. Dans les points où la surface est libre, les variations Sx, Sy, Sz 
demeurant indéterminées, on ne peut satisfaire à l'équation qu'en faisant 
A = o, ce qui donnera la figure de cette surface, comme nous l’avons vu 
dans l'art. 18. 

Pour tous les autres points de la surface où le fluide est contigu aux parois 
du vase, si l’on marque d’un trait les quantités qui s’y rapportent, on aura, 
relativement à ces parois, la môme équation qu’on a trouvée par rapport à 
la surface du noyau recouvert d’un fluide (art. 30). Ainsi toutes les conclu- 
sions qu’on a tirées de cette équation, depuis l’article qu’on vient de citer 
jusqu'à la fin du paragraphe précédent, peuvent s’appliquer aux parois du 
vase dans lequel le fluide est renfermé, quelle que soit sa figure, et soit qu'il 
demeure fixe, ou qu'il doive être en équilibre, par la pression du fluide et 
par l’action des forces étrangères qui le tirent dans des directions quel- 
conques. 



202 


MECANIQUE ANALYTIQUE. 


HUITIÈME SECTION. 


I»E L'ÉQUILIBRE OKU FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES. 

I. Soient, comme dans l’art. 10 de la section précédente, X, \ , Z les 
forces qui agissent sur chaque point de la masse fluide, réduites aux direc- 
tions des coordonnées .r, r, z, et tendantes à diminuer ces coordonnées ; on 
aura d'abord S (XJ.r -+- Y Sy -f- V.Sz)dm pour la somme de leurs moments. 

Dans les fluides élastiques il y a de plus une force intérieure qu'on nomme 
élasticité ou ressort, et qui tend à les dilater ou à augmenter leur volume. 
Soit donc t l'élasticité d'une particule quelconque dm ; cette force, tendant 
à augmenter le volume dxdydz de la même particule, aura ou pourra être 
censée avoir pour moment la quantité — tS. (dxdydz) par l’art, f) de la 
seet. II. Je donne ici le signe — au moment de cette force, parce que celle-ci 
tend à augmenter la variable dxdydz, tandis que les forces X, Y, Z tendent 
à diminuer les variables x, r, z. Ainsi la somme des moments provenant de 
l’élasticité de toute la masse fluide sera exprimée par — S f S [dxdydz). 

Donc la somme totale des moments des forces qui agissent sur le fluide, 
sera 

S(XJ.c -+- YJy -t- 'ASz)dm — SiS(dxdydz); 

et comme il n'y a ici aucune condition particulière à remplir, on aura l’équa- 
tion générale de l’équilibre, en égalant simplement cette somme à zéro. 

2. On aura donc pour l’équilibre des fluides élastiques une équation de la 
même forme que celle que l’on a trouvée dans la section précédente (art. 10) 
pour l'équilibre des fluides incompressibles, puisque dans celle-ci, 

SL — S (dxdydz) (art. II), 

ce qui rend le ternie S A JL provenant de la condition de l'incompressibilité, 
entièrement semblable au terme S 1 8 (dxdydz) dû au moment des forces 
élastiques. 

Il s’ensuit de là que les formules trouvées pour l’équilibre des fluides 
incompressibles s’appliquent immédiatement et sans aucune restriction à 
l’équilibre des fluides élastiques, en y changeant simplement le coefficient A 
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pii — » , c'est-à-dire en supposant que la quantité A qui exprimait la pres- 
sion Hans 16s fluides incompressibles, étant prise négativement, exprime la 
force d'élasticité de chaque élément d’un fluide élastique. 

3. L’élasticité e dépend de la densité et de la température de chaque 
particule du fluide, et l’on doit la regarder comme une fonction connue de 
ces deux quantités; mais la densité de chaque particule est inconnue, parce 
qu'elle dépend du rapport de la niasse f/m de la particule à son volume 
dxdydz] et le calcul différentiel ne peut déterminer ce rapport, qui dépend 
du nombre de particules élémentaires contenues dans l'élément différentiel 
dxdydz de la masse fluide. 

On ne peut donc connaître la valeur de l’élasticité qu’à posteriori, par le 
moyen des forces qui tiennent le fluide en équilibre. Ainsi il faudra déter- 
miner la valeur de » comme on a déterminé celle de A dans l’art. 19 de la 
section précédente. 


1. En changeant A en — », on aura par cet article les équations 


ilt 

fZ7 


rx = o. 


de 

dy 


+- rY = o, 


lit 

riz 


H-rZ = o, 


lesquelles donnent 

dt -+- V(Xdx -+- Y dy ■+- ZAz) = o, 


et, par conséquent, 


» = const. — Sr(Xdx -t- Yrfr ■+■ Z.dz). 


Ainsi la quantité r (Xdx -f- Y dy ZAz) doit être une différentielle com- 

plète pour l'équilibre des fluides élastiques, comme pour celui des fluides 
incompressibles. 

De là on conclura aussi, comme dans l’art. 20 de la section précédente, 
que lorsque la quantité X<ir -t- Y dy +- ZAz est elle-même une différentielle 
complète, la densité r devra être uniforme dans chaque surface de niveau. 

3. En désignant par 9 la chaleur qui a lieu dans chaque endroit de la 
masse fluide, on suppose ordinairement, pour l’air, » proportionnelle à rfl, 
en faisant abstraction des autres causes, telles que les vapeurs, l’électri- 
cité, etc. , qui peuvent influer sur son élasticité. 

* 6 . 
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Substituons dans l’équation di •+ r(Xrfu- -+- \ dy ■+• Zdz) pour r sa 
valeur elle deviendra 

m 6 


de X tir ■+• Y rl Y 7. il z 

w — - H —= 


= O. 


La chaleur étant produite par des causes locales, la quantité 9 sera une 
fonction donnée de r, y, z; et il faudra, pour que l’équation précédente 
puisse subsister, que la quantité 

Xdx + ydy + ZJz 
'6 

soit une différentielle exacte. 

G. Donc, dans le cas de la nature où Xdx -+- Ydy -+- 'Ldz = dn (art. 20, 
section précédente), il faudra que 9 soit une fonction de II; par conséquent, 
on aura d9 = o lorsque r/ II = o; d’où il suit que la chaleur doit être con- 
stante dans chaque surface de niveau à laquelle la pesanteur est perpendi- 
culaire, autrement il sera impossible que l’atmosphère puisse être en équi- 
libre. Ainsi il faudrait, pour que l’air pût être en repos, que la température 
fût égale sur toute la surface de la terre, et qu’elle. ne variât, en s’élevant 
•dans l’atmosphère, que d'une coiiche de niveau à l’autre. 

7. A l’égard de l’équation aux limites pour la surface du fluide, en 
employant la réduction de l’art. 32 de la section précédente, elle devient 
StSptls* — o, et sous cette forme elle est évidente par elle-même, car à la 
surface il n’y à a considérer que la force d’élasticité s qui agit suivant la 
ligne p perpendiculaire à la même surface; et si le fluide est contenu dans 
un vase, les variations Sp sont nulles, et l’équation a lieu d’elle-même; mais 
si une partie de la surface était libre, il faudrait que l’élasticité t y fût nulle; 
autrement le fluide n’étant pas contenu se dissiperait. 

8. L’élasticité i, dans l’atmosphère, est proportionnelle à la hauteur dn 
baromètre, que nous désignerons par h. Soit Z la force de la pesanteur; 
prenons l’ordonnée z perpendiculaire à la surface de la terre et dirigée de 
bas en haut; l’équation de l'art. 5 deviendra 
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laquelle donne par l'intégration, en prenant H pour la hauteur du baromètre 
lorsque z = o, 


m L. 


il r/.dz 

h ~ J o ' 


l'intégrale étant supposée commencer au point où z = o. 

On voit par là que le logarithme du rapport des hauteurs du baromètre 
ne donne rigoureusement qu'une quantité proportionnelle à la valeur de 

l'intégrale j comprise entre les hauteurs des deux stations ; et que pour 

en déduire la différence de hauteur des stations, il faut supposer connue la 
loi de la chaleur 9 en fonction de z. 


!). On sait que la pesanteur décroit en raison inverse du carré de la dis- 
tance au centre de la terre. Donc, prenant r pour le rayon de la terre, et 
supposant que z soient les hauteurs verticales au-dessus de la surface de la 
terre, on a 


Z = 



g étant la gravité à la surface de la terre ; et, de là, 



= gdx, 


en faisant x = 


de sorte qu’on aura 


ffiL. 



et la difficulté se réduit à avoir 9 en fonction de x. 

10 . En supposant 9 constante, et faisant, pour abréger, — = K, 

S 


on 


trouvera 


.r = KL.J = K(L.H-L.A), 


et l’pn aura la valeur de z par la formule z = — — 

1 r 
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Si l’on néglige le terme ’ i qui est toujours insensible pour les hauteurs ; 

qui ne sont pas très-grandes, on a simplement z = .r, ce qui donne la règle 
ordinaire pour la mesure des hauteurs par le baromètre. 

I, e coefficient K doit être déterminé par l’observation. M. Deluc avait 
trouvé, pour la température uniforme de 1 6 " ~ du thermomètre de Réaumur, 
ce coefficient égal à 10000 , en prenant les logarithmes des tables et les hau- 
teurs en toises. Pour les autres températures, il l’augmentait ou le diminuait 
de sa ai 5* partie, pour chaque degré au-dessus ou au-dessous de i f>" , et 
pour les températures variables d'une station à l’autre, il se contentait de 
prendre la moyenne arithmétique entre les températures des deux stations. 
Depuis on a perfectionné cette règle par des données plus exactes, et par de 
nouvelles corrections appliquées au coefficient K . 

II. Au reste, en prenant, pour la température uniforme, la moyenne 
arithmétique entre les températures extrêmes de la colonne d’air, on suppose 
que la chaleur diminue en progression arithmétique. Pour voir ce que cette 
hypothèse donne, on fera 9 = 0(i — nz), ou plutôt 9 = (-> ( i — n. r), pour 
simplifier les calculs, 0 étant ia température lorsque x = o. Substituant cette 

valeur dans la formule intégrant, et remettant ensuite pour n sa valeur 
tirée de l’équation précédente, on aura 

* rix v L. 0 — L. G x / f + t T ■+• f/ •+■ t* •. 

T = x x 0 — 6 ~ k \ 1 7T H Tk' 


en taisant 0 = k -t- T, 9 = k -H t, et prenant k pour une température lixe, 
et T, t pour les degrés du thermomètre au-dessus de cette température. 

La formule de l'art. 9 donnera ainsi, en faisant = K, et ne poussant 
l'approximation que jusqu’aux secondes dimensions de T et /, 


.»• = K 


[' 


T-4-i (T-t)'lf H 
a* «a À* J lj 'A‘ 


Les deux premiers termes répondent à la règle de Deluc, et le troisième sera 
presque toujours insensible. 
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PREMIÈRE SECTION. 

Si; K I.ES UIFFÉRESTS PI1INCIPES 11E 1.4 DYNAMIQUE. 

La Dynamique est la science des forces accélératrices ou retardatrices, et 
des mouvements variés qu’elles doivent produire. Cette science est due entiè- 
rement aux modernes, et Galilée est celui qui en a jeté les premiers fonde- 
ments. Avant lui 011 n'avait considéré les forces qui agissent sur les corps 
que dans l’état d’équilibre ; et quoiqu'on 11e pût attribuer l’accélération des 
corps pesants et le mouvement curviligne des projectiles qu'à l'action con- 
stante de la gravité, personne n’avait encore réussi à déterminer les lois de 
ees phénomènes journaliers, d'après une cause si simple. Galilée a fait, le 
premier, ce pas important, et a ouvert par là une carrière, nouvelle et 
immense à l'avancement de la .Mécanique. Cette découverte est exposée et 
développée dans l’ouvrage intitulé ; Discorsi c dimostrazioni malematiche 
intorno a due nuove scienze, lequel parut, pour la première fois, à Leyde , 
en i<> 38 . Elle ne procura pas à Galilée, de son vivant, autant de célébrité 
que celles qu'il avait laites dans le ciel; mais elle fait aujourd'hui la partie la 
plus solide et la plus réelle de la gloire de ce grand homme. 

Les découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus, des taches 
du Soleil, etc., ne demandaient que des télescopes et de l'assiduité; mais il 
fallait un génie extraordinaire pour démêler les lois de la nature dans des 
phénomènes que l'on avait toujours eus sous les yeux, mais dont l’explication 
avait néanmoins toujours échappé aux recherches des philosophes. 

Huyghens, qui parait avoir été destiné à perfectionner et compléter la plu- 
part des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie de l’accélération des 
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graves celles du mouvement des pendules et des forces centrifuges (*), et 
prépara ainsi la route à la grande découverte de la gravitation universelle. I-t 
Mécanique devint une science nouvelle entre les mains de Newton, et ses 
Principes mathématiques qui parurent, pour la première fois, en 1687, 
furent l'époque de cette révolution. 

Enfin l'invention du calcul infinitésimal mit les géomètres en état de réduire 
à des équations analytiques les lois du mouvement des corps; et la recherche 
des forces et des mouvements qui en résultent est devenue, depuis, le prin- 
cipal objet de leurs travaux. 

Je me suis proposé ici de leur offrir un nouveau moyen de faciliter cette 
recherche; mais auparavant il ne sera pas inutile d’exposer les principes qui 
servent de fondement à la Dynamique, et de présenter la suite et la gradation 
des idées qui ont le plus contribué à étendre et à perfectionner cette science. 

1 . La théorie des mouvements variés et des forces accélératrices qui les 
produisent est fondée sur ces lois générales : que tout mouvement imprimé 
à un corps est, par sa nature, uniforme et rectiligne, et que différents mou- 
vements imprimés à la fois ou successivement à un inéme corps, se composent 
de manière que le corps se trouve à chaque instant dans le même point de 
l’espace où il devrait se trouver en effet par la combinaison de ces mouve- 
ments, s’ils existaient chacun réellement et séparément dans le corps. C'est 
dans ces deux lois que consistent les principes connus de la force d'inertie et 
du mouvement composé. Galilée a aperçu, le premier, ces deux principes, 
et en a déduit les lois du mouvement des projectiles, en composant le mou- 
vement oblique, effet de l’impulsion communiquée au corps, avec sa chute 
perpendiculaire due à l'action de la gravité. 

A l’égard des lois de l'accélération des graves, elles se déduisent naturelle- 
ment de la considération de l’action constante et uniforme de la gravité, en 


*} Galilée avait certainement l’idée de la force centrifuge , et , dans un île scs dialogues , il explique 
clairement que la rotation de la terre ferait prendre aux corps une vitesse verticale apparente dirigée 
de bas en liaut, s'ils n’étaient retenus par la pesanteur. Mais il se trompe en ajoutant que la pesan- 
teur, quelque petite qu'on la supposât, suffirait pour empêcher un pareil mouvement. Malgré 
cette erreur grave, le passage des Dialogues me parait renfermer la première ideede la grande décou- 

verte d’Huyghens. Voyet Diafogo sopra le duc massimt sitlcmi del monda pages i 85 et suivantes 

édition île Florence , 1710). (/. Bertrand,) 
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vertu de laquelle les corps recevant dans îles instants égaux des degrés égaux 
de vitesse suivant la même direction, la vitesse totale acquise au bout d’un 
temps quelconque doit être proportionnelle à ce temps ; et il est clair que ce 
rapport constant des vitesses au temps doit être lui-même proportionnel à 
l’intensité de la force que la gravité exerce pour mouvoir le corps ; de sorte 
que, dans le mouvement sur des plans inclinés, ce rapport ne doit pas être$ 
proportionnel à la force absolue de la gravité, comme dans le mouvement 
vertical, mais à sa force relative, laquelle dépend de l’inclinaison du plan et 
se détermine par les règles de la Statique ; ce qui fournit un moyen facile de 
comparer entre eux les mouvements des corps qui descendent sur des plans 
différemment inclinés. 

Cependant il ne parait pas que Galilée ait découvert de cette manière les 
lois de la chute des corps pesants. Il a commencé, au contraire, par sup- 
poser la notion d’un mouvement uniformément accéléré, dans lequel les 
vitesses croissent comme les temps ; il en a déduit géométriquement les prin- 
cipales propriétés de cette espèée de mouvement, et surtout la loi de l’accrois- 
. sement des espaces en raison des carrés des temps; ensuite il s’est assuré, 
par des expériences, que cette loi a lieu effectivement dans le mouvement 
des corps qui tombent verticalement ou sur des plans quelconques inclinés. 
Mais pour pouvoir comparer entre eux les mouvements sur différents plans 
inclinés, il a été obligé d’abord d’admettre ce principe précaire, que les 
vitesses acquises en descendant de hauteurs verticales égales, sont aussi tou- 
jours égales ; et ce n’est que peu avant sa mort, et après la publication de ses 
Dialogues, qu’il a trouvé la démonstration de ce principe, par la considé- 
ration de l’action relative de la gravité sur les plans inclinés, démonstration 
qui a été ensuite insérée dans les autres éditions de cet ouvrage. 

2. Le rapport constant qui, dans les mouvements uniformément accé- 
lérés, doit subsister entre les vitesses et les temps, ou entre les espaces et les 
carrés des temps, peut donc être pris pour la mesure de la force accélératrice 
qui agit continuellement sur le mobile; parce qu’en effet cette force ne peut 
être estimée que par l’effet qu’elle produit dans le corps, et qui consiste dans 
les vitesses engendrées, ou dans les espaces parcourus dans des temps 
donnés. 

Méc. anal. I. 27 
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Ainsi il suffît, pour cette estimation des forces, déconsidérer le mouve- 
ment produit dans un temps quelconque, fini ou infiniment petit, pourvu que 
la force soit regardée comme constante pendant ce temps; par conséquent, 
quel que soit le mouvement du corps et la loi de son accélération, comme par 
la nature du calcul différentiel, on peut regarder comme constante, pendant 
(ton temps infiniment petit, l'action de toute force accélératrice, on pourra 
toujours déterminer la valeur de la force qui agit sur le corps à chaque 
instant, en comparant la vitesse engendrée dans cet instant avec la durée du 
même instant, ou l'espace qu’elle fait parcourir pendant le même instant avec 
le carré de la durée de cet instant ; et il n'est pas même nécessaire que cet 
espace ait été réellement parcouru par le corps, il suffit qu'il [misse être 
censé avoir été parcouru par un mouvement composé, puisque l’effet de la 
force est le même dans l’un et dans l’autre cas, par les principes du mouve- 
ment exposés plus haut. 

C’est ainsi qu'Huyghens a trouvé que les forces centrifuges des corps mus 
dans des cercles avec des vitesses constantes, sont comme les carrés des 
vitesses divisés par les rayons des cercles, et qu’il a pu comparer ces forces 
avec la force de la pesanteur à la surface de la terre, comme on le voit |>ar les 
démonstrations qu’il a laissées de ses théorèmes sur la force centrifuge, 
publiés en tfiy 'f à la fin du Traité intitulé . Horologium oscillatorium. 

En combinant cette théorie des forces centrifuges avec celle des déve- 
loppées, dont Huyghens est aussi l’auteur, et qui réduit à des arcs de cercle 
chaque portion infiniment petite d’une courbe quelconque, il lui était facile 
de l’étendre à toutes les courbes. Mais il était réservé à Newton de faire ce 
nouveau pas et de compléter la science des mouvements variés et des forces 
accélératrices qui peuvent les engendrer. Cette science ne consiste mainte- 
nant (jue dans quelques formules différentielles très-simples; mais Newton a 
constamment fait usage de la méthode géométrique simplifiée par la consi- 
dération des premières et dernières raisons, et s’il s'est quelquefois servi du 
calcul analytique, c'est uniquement la méthode des séries qu'il a employée, 
laquelle doit être distinguée de la méthode différentielle, quoiqu’il soit facile 
de les rapprocher et de les rappeler à un même principe. 

I.es géomètres qui ont traité, après Newton, la théorie des forces accélé- 
ratrices, se sont presque tous contentés de généraliser ses théorèmes, et de 
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les traduire en expressions différentielles. De là les dilférentes formules des 
forces centrales qu'on trouve dans plusieurs ouvrages de Mécanique, mais 
dont on ne fait plus guère usage, parce qu'elles ne s’appliquent qu'aux 
courbes qu'on suppose décrites en vertu d'une force unique tendante vers 
un centre, et qu'on a maintenant des formules générales pour déterminer 
les mouvements produits par des forces quelconques. 

3. Si l’on conçoit que le mouvement d’un corps et les forces qui le solli- 
citent soient décomposées suivant trois lignes droites perpendiculaires entre 
elles, on pourra considérer séparément les mouvements et les forces relatives 
à chacune de ces trois directions. Car, à cause de la perpendicularité des 
directions, il est visible que chacun de ces mouvements partiels peut être 
regardé comme indépendant des deux autres, et qu’il ne peut recevoir d'al- 
tération que de la part de la force qui agit dans la direction de ce mouve- 
ment; d'où l’on peut conclure que ces trois mouvements doivent suivre, 
chacun en particulier, les lois des mouvements rectilignes accélérés ou 
retardés par des forces données. Or, dans le mouvement rectiligne, l’ effet 
de la force accélératrice ne consistant qu’à altérer la vitesse du corps, cette 
force doit être mesurée par le rapport entre l'accroissement ou le décroisse- 
ment de In vitesse pendant un instant quelconque et la durée de cet instant, 
c’est-à-dire par la différentielle de la vitesse divisée par celle du temps; et 
comme la vitesse elle-même est exprimée dans les mouvements variés, par la 
différentielle de l'espace, divisée par celle du temps, il s’ensuit que la force 
dont il s'agit sera mesurée par la différentielle seconde de l’espace, divisée 
par le carré de la différentielle première du temps supposée constante. Donc 
aussi la différentielle seconde de l'espace que le corps parcourt ou est censé 
parcourir suivant chacune des trois directions perpendiculaires, divisée par 
le carré de la différentielle constante du temps, exprimera la force accéléra- 
trice dont le corps doit être animé suivant cette même direction, et devra, 
par conséquent, être égalée à la force actuelle qui est supposée agir dans 
cette direction. C’est ce qui constitue le principe si connu des forces accé- 
lératrices. 

Il n'est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rapporte le 
mouvement instantané du corps soient absolument fixes, il suffit qu’elles le 
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soient pendant la durée d'un instant. Ainsi, dans les mouvements en ligne 
courbe, on peut prendre à chaque instant ces directions, l’une dans la tan- 
gente, et les deux autres dans les perpendiculaires à la courbe. Alors la force 
accélératrice qui agit suivant la tangente, et qu'on nomme force tangent ielle, 
sera toute employée à altérer la vitesse absolue du corps, et sera exprimée 
par l’élément de cette vitesse divisée par l'élément du temps. 

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la direction du 
corps, et dépendront de la courbure de la ligne qu’il décrit. En réduisant 
les forces normales à une seule, cette force composée doit se trouver dans le 
plan de la courbure, et être exprimée par le carré de la vitesse divisé par le 
rayon oscillateur, puisqu'il chaque instant le corps peut être regardé comme 
mû dans le cercle osculateur. 

C’est ainsi qu’on a trouvé les formules connues des forces tangentielles et 
des forces normales, dont on s’est servi longtemps pour résoudre les pro- 
blèmes sur le mouvement des corps animés par des forces données. La 
Mécanique d’Euler, qui a paru en 1 "36, et qu’on doit regarder comme le 
premier grand ouvrage où l’Analyse ait été appliquée à la science du mou- 
vement, est encore toute fondée sur ces foi-mules ; mais on les a presque aban- 
données depuis, parce qu’on a trouvé une manière plus simple d’exprimer 
l’effet des forces accélératrices sur le mouvement des corps. 

Elle consiste à rapporter le mouvement du corps, et les forces qui le solli- 
citent, à des directions fixes dans l’espace. Alors, en employant, pour déter- 
miner le lieu du corps dans l’espace, trois coordonnées rectangles qui aient 
ces mêmes directions, les variations de ces coordonnées représenteront évi- 
demment les espaces parcourus par le corps suivant les directions de ces 
coordonnées; par conséquent, leurs différentielles secondes, divisées par le 
carré de la différentielle constante du temps, exprimeront les forces accélé- 
ratrices qui doivent agir suivant ces mêmes coordonnées ; ainsi, en égalant ces 
expressions à celles des forces données par la nature du problème, on aura 
trois équations semblables qui serviront à déterminer toutes les circonstances 
du mouvement. Cette manière d’établir les équations du mouvement d’un 
corps animé par des forces quelconques, en le réduisant à des mouvements 
rectilignes, est, par sa simplicité, préférable à toutes les autres; elle aurait 
du se présenter d’abord, mais il parait que Maclaurin est le premier qui l’ait 
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employée dans son Traité des Fluxions, qui a paru en anglais en 
elle est maintenant universellement adoptée. 


♦. Par les principes qui viennent d'être exposés, on peut donc déter- 
miner les lois du mouvement d’un corps libre, sollicité par des forces quel- 
conques, pourvu que le corps soit regardé comme un point. 

On peut aussi appliquer ces principes à la recherche du mouvement de 
plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une attraction mutuelle, 
suivant une loi qui soit une fonction connue des distances ; enfin il n'est pas 
difficile de les étendre aux mouvements dans des milieux résistants, ainsi 
qu’à ceux qui se font sur des surfaces courbes données, car la résistance du 
milieu n’est autre chose qu’une force qui agit dans une direction opposée à 
celle du mobile; et lorsqu'un corps est forcé de se mouvoir sur une surface 
donnée, il y a nécessairement une force perpendiculaire à la surface qui l'y 
retient, et dont la valeur inconnue peut se déterminer d’après les conditions 
ipii résultent de la nature de la même surface. 

Mais si l’on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns 
sur les autres par impulsion on par pression, soit immédiatement comme 
dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou de leviers inflexibles aux- 
quels ils soient attachés, ou en général par quelque autre moyen que ce soit, 
alors la question est d’un ordre plus élevé, et les principes précédents sont 
insuffisants pour la résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont 
inconnues, et il faut déduire ces forces de l’action que les corps doivent 
exercer entre eux, suivant leur disposition mutuelle. 11 est donc nécessaire 
d’avoir recours à un nouveau principe qui serve à déterminer la force des 
corps en mouvement, eu égard à leur niasse et à leur vitesse. 

S. Ce principe consiste en ce que, pour imprimer à une masse donnée 
une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit que cette masse 
soit en repos ou en mouvement, il faut une force dont la valeur (*) soit 
proportionnelle au produit de la masse par la vitesse, et dont la direction 
soit la même que celle de cette vitesse. Ce produit de la masse d’un corps 
' multipliée par sa vitesse s’appelle communément la quantité de mouvement 


(*) Il faut entendre ici par valeur d’une force, le produit de cette force par le temps pendant 
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ce. corps, parce qu'en eflèt c’est la somme des mouvements de toutes les 
parties matérielles du corps. Ainsi les forces se mesurent par les quantités de 
mouvement qu'elles sont capables de produire, et réciproquement la quantité 
de mouvement d’un corps est la mesure de la force que le corps est capable 
d'exercer contre un obstacle, et qui s'appelle la percussion. D'où il s’ensuit 
que si deux corps non élastiques viennent à se choquer directement en sens 
contraire asec des quantités de mouvement égales, leurs forces doivent se 
eontre-balancer et se détruire, par conséquent les corps doivent s’arrêter et 
demeurer en repos. Mais si le choc se faisait pur le moyen d'un levier, il 
faudrait, pour la destruction du mouvement des corps, que leurs forces sui- 
vissent la loi connue de l'équilibre du levier. 

Il parait que Descartes a aperçu le premier le principe que nous venons 
d'exposer; niais il s'est trompé dans son application au choc des corps, pour 
avoir cru que la même quantité de mouvement absolu devait toujours se 
conserver (*). 

Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ce prin- 
cipe, et qui s'en soit servi avec succès pour découvrir les lois de la commu- 
nication du mouvement dans le choc des corps durs ou élastiques, comme 
on le voit dans les Transactions p/iilosvp/iUpics de itiüt), et dans la troi- 
sième partie de son Traité de Mata, imprimé en i (’>" i . 

De même que le produit de la masse et de la vitesse exprime la force finie 
d’un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse et de la force accélé- 
ratrice que nous avons vu être représentée par l’élément de la vitesse divisé 

lequel elle agit, ou , plus généralement , l’intégrale du produit de lYlément du temps par l'intensin- de 
la force. Le mot force est pris par Lagrange dans le même sens que Descartes adoptait quand il écri- 
vait à Mcrsenuc : « J'ai parle de U force qui sert pour lever un |*)ids, laquelle- a deux dimensions, 
non de celle qui sert en chaque point |Hiur le tou tenir, laquelle n’a qu'une dimension. » (Édition de 
M. Cousin, tome VI, page 329. I On couiprcud quelle confusion doit apporter dans les raisonne- 
ments cette double signification du mot force, l/es géomètres y ont heureusement renoncé, et l'on 
n entend plus aujourd'hui par force qu’un effort exprimable en kilogrammes. (/. Bertrand. ) 

* ) Dan* aucun des nombreux écrits de Descartes, on ne trouve un énoncé net et compréhensible 
du principe. Quant aux applications, les erreurs qu'il commet sont bien plus graves que ne semble 
l'indiquer ici Lagrange, Il affirme, entre autres profilions erronées, qu'un corps qui en choque un 
autre ne peut lui imprimer de mouvement que s'il a une masse plus grande que la sienne; dans tout 
autre cas, le corps choquant sera réfléchi , et le corps choque ne bougera pas. f Édition de M. Cousin, 
tome IX , page igS.^ (/. Bertrand.) 
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par l' élément du temps, exprimera la force élémentaire ou naissante; et cette 
quantité, si on la considère comme la mesure de l’effort que le corps peut 
faire en vertu de la vitesse élémentaire qu’il a prise, ou qu’il tend à prendre, 
constitue ce qu’on nomme pression; mais si on la regarde comme la mesure 
de la force ou puissance nécessaire pour imprimer cette même vitesse, elle 
est alors ce qu'on nomme force motrice. Ainsi, des pressions, ou des forces 
motrices, se détruiront ou se feront équilibre si elles sont égales et directe- 
ment opposées, ou si, étant appliquées à une machine quelconque, elles 
suivent les lois de l’équilibre de cette machine. 


ü. Lorsque des corps sont joints ensemble, de manière qu’ils ne puissent 
oltéir librement aux impulsions reçues, et aux forces accélératrices dont ils 
sont animés, ces corps exercent nécessairement les uns sur les autres des 
pressions continuelles qui altèrent leurs mouvements, et en rendent la déter- 
mination difficile. 

Le premier problème et le plus simple de ce genre dont les géomètres se 
soient occupés, est celui du centre d’oscillation. Ce problème a été fameux 
au commencement du siècle dernier et même dès le milieu du précédent, 
par les efforts et les tentatives que les plus grands géomètres ont faits pour 
en venir à bout; et comme c’est principalement à ces tentatives qu’on doit 
les progrès immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en 
donner ici une histoire succincte, pour montrer par quels degrés cette 
science s’est élevée à la perfection où elle paraît être parvenue dans ces der- 
niers temps. 

Les Lettres de Descartes offrent les premières traces des recherche.-, sur 
le centre d’oscillation. On y voit que Mersenne avait proposé aux géomètres 
de déterminer la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque, 
pour qu’étant suspendu par un point, il fasse ses oscillations dans le même 
temps qu’un fil de longueur donnée, et chargé d'un seul poids à son extré- 
mité. Descartes observe que cette question a quelque rapport avec celle du 
centre de gravité, et que de même que dans un corps pesant qui tombe 
librement, il y a un centre de gravité autour duquel les efforts de la pesan- 
teur de toutes les parties du corps se font équilibre, en sorte que ce centre 
descend de la même manière (pie si le reste du corps était anéanti, ou qu’il 
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fût concentré dans le meme centre ; ainsi, dans les corps pesants qui tournent 
autour d’un axe fixe, il doit y avoir un centre, qu’il appelle centre ti’ agi- 
tation, autour duquel les forces A' agitation de toutes les parties du corps 
se contrc-balancent, de manière que ce centre étant libre de l’action de ces 
forces, puisse être mû comme il le serait si les antres parties du corps étaient 
anéanties ou concentrées dans ce même centre; que, par conséquent, tous 
• les corps dans lesquels ce centre sera également éloigné de l'axe de rotation 

feront leur vibration dans le même temps. 

D’après cette notion du centre d'agitation. Descartes donne une méthode 
générale de le déterminer dans les corps de figure quelconque ; cette méthode 
consiste à chercher le centre de gravité des forces d'agitation de toutes les 
parties du corps, en estimant ces forces par les produits des masses multi- 
pliées par les vitesses qui sont ici proportionnelles aux distances de l'axe de 
rotation, et en supposant que les parties du corps soient projetées sur le 
plan qui passe par son centre de gravité et par l'axe de rotation, de manière 
qu'elles conservent leurs distances à cet axe. 

(jette solution de Descartes devint un sujet de contestation entre lui et 
Hoberva). Celui-ci prétendait qu’elle n'était bonne que lorsque toutes les 
parties du corps sont réellement ou peuvent être censées placées dans un 
même plan passant par l’axe de rotation, que dans tous les autres cas il ne 
(allait considérer que les mouvements perpendiculaires au plan passant par 
l’axe de rotation et par le centre de gravité du corps, et qu'on devait rap- 
porter chaque particule au point où ce plan est rencontré par la direction 
du mouvement de cette particule, direction qui est toujours perpendiculaire 
au plan mené par cette particule et par l’axe de rotation. Mais il est facile 
de prouver que, par rapport à l'axe de rotation, les moments des forces 
estimees de cette manière sont toujours égaux à ceux des forces estimées 
suivant la méthode de Descartes (*). 

Roberval prétendit, avec plus de fondement, que Descartes n’avait eher- 


(•) Cette observation prouve que l'objection de Roberval n'etail pas fondre; mais il n'en a pas 
moins eu raison d'affirmer que U règle de Oescartcs est fautive quand il ne s'agit jias d'une figure 
plane tournant autour d'un axe situe dans son plan. On doit même ajouter que Roberval a indique 
vans démonstration la position exacte du centre d'agitation d'un secteur circulaire tournant autour 
d’une perpendiculaire à son plan mener par le centre du secteur, l oyrz les Observations de Roberval 
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elle que le centre de percussion, autour duquel les chocs ou les moments de 
percussion sont égaux, et que pour trouver le vrai centre d’oscillation d'un 
pendule pesant, il fallait aussi avoir égard à l'action de la gravité, eu vertu de 
laquelle le pendule sc meut. Mais cette recherche étant supérieure à la Méca- 
nique de ces temps-là (*), les géomètres continuèrent à supposer tacitement 
que le centre de percussion était le même que celui d’oscillation, et lluygliens 
fut le premier qui envisagea ce dernier centre sons son vrai point de vue; 
aussi erut-il devoir regarder ce problème comme entièrement neuf (**), et ne 
pouvant le résoudre par les lois connues du mouvement, il inventa un prin- 
cipe nouveau, mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis, sons le nom 
de conservation des forces vives. 


7. Un fil considéré comme une ligne inflexible, sans pesanteur et sans 
masse, étant attaché par un bout à un point fixe, et chargé à l’autre bout 
d’un petit poids qu’on puisse regarder comme réduit à un point, forme ce 
qu'on appelle un pendule simple; et la loi des vibrations de ce pendule 
dépend uniquement fie sa longueur, c’est-à-dire de sa distance entre le poids 
et le point de suspension. Mais si à ce fil on attache encore un ou plusieurs 
poids à différentes distances du point de suspension, on aura alors un pen- 
dule composé, dont le mouvement devra tenir une espèce de milieu entre 
ceux des différents pendules simples que l’on aurait, si chacun de ces poids 
était suspendu seul au (il. Car la force de la gravité tendant d’un côté à fàire 


sur une Lettre de Destartes. [ Œuvres Ht Descartc s, (orne IX , page 5 a i ; édition de M. Cousin.) 

(/. Bertrand,) 

*) On sait que le centre d'oscillation ne diffère pas du centre de percussion. Il semblerait donc 
résulter de l'appréciation de La grande que la règle de Descartes est exacte, quoique non suffisamment 
démontrée. Il est cependant facile de s'assurer qu*i! n'en est riert, et qu’elle conduit h des résultats 
fautifs toutes les fois que le pendule ne se réduit pas à une figure plane tournant autour d'un axe 
situe dans son plan. (/. Bertrand. 

** lluyghcns rappelle, au contraire, en commençant la quatrième partie de son Traité, que le 
problème du centre d'osrillatinn lui a été propose autrefois par Merscnne, ainsi qu'à d'autres géo- 
mètres ; mais alors il était presque un enfant , et n’a pu trouver de solution satisfaisante. Il ajoute, en 
parlant de Descartes: •Qui vero rem sese confecisse sperahaut viri insignes, Cartesius, Honoratns 
Fabrius. aliique, nequaquatn sropum atligerunt, nisi in paiicis qiiibusdani faciiioribus, sed quorum 
demonstrationem nullain idoncam, ut mihi videtur, attulcruut. {Œuvres d’Huyghens f tome I, 
page 1 18; édition de s Gravesaudc ; Lyon, 1724.) {J. Bertrand.) 
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descendre tous les poids également dans le même temps, et de l'autre l'in- 
flexibilité du fil les contraignant à décrire dans ce même temps des ares 
inégaux et proportionnels à leur distance du point de suspension, il doit se 
faire entre ces poids une espèce de compensation et de répartition de leurs 
mouvements, en sorte que les poids qui sont les plus proches du point de 
suspension hâteront les vibrations des plus éloignés, et ceux-ci, au contraire, 
retarderont les vibrations des premiers. Ainsi il y aura dans le fil un point 
oii un corps étant placé, son mouvement ne serait ni accéléré ni retardé par 
les autres poids, mais serait le même que s’il était seul suspendu au fil. Ce 
point sera donc le vrai centre d’oscillation du pendule composé, et un tel 
centre doit se trouver aussi dans tout corps solide de quelque figure que ce 
soit, qui oscille autour d'un axe horizontal. 

Huyghens vit qu’on ne pouvait déterminer ce centre d’une manière rigou- 
reuse, sans connaître la loi suivant laquelle les différents poids du pendule 
composé altèrent mutuellement les mouvements que la gravité tend h leur 
imprimer à chaque instant; mais au lieu de chercher à déduire cette loi des 
principes fondamentaux de la Mécanique, il se contenta d'y suppléer par un 
principe indirect, lequel consiste à supposer que si plusieurs poids attachés, 
connue l’on voudra, à un pendule, descendent par la seule action de la gra- 
vité, et. que, dans un instant quelconque, ils soient détachés et séparés les 
uns des autres, chacun d'eux, en vertu de la vitesse acquise pendant sa 
chute, pourra remonter à une telle hauteur, que le centre commun de gra- 
vité se trouvera remonté à la même hauteur d’où il était descendu. A la 
vérité, Huyghens n’établit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit 
de deux hypothèses qu'il croit devoir être admises comme des demandes de 
Mécanique: l’une, c’est que le centre de gravité d’un système de corps 
pesants ne peut jamais remonter à une hauteur plus grande que celle d’oii il 
est tombé, quelque changement qu’on fasse à la disposition mutuelle des 
corps, parce qu’autrement le mouvement perpétuel ne serait plus impos- 
sible; l'autre, c’est qu’un pendule composé peut toujours remonter de lui- 
même à la même hauteur d’où il est descendu librement. Au reste, Huyghens 
remarque que le même principe a lieu dans le mouvement des corps pesants 
liés ensemble d’une manière quelconque, comme aussi dans le mouvement 
des fluides. 
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On ne saurait deviner ce qui a donné à cet auteur l'idée d’un tel principe ; 
niais on peut conjecturer qu'il y a été conduit par le théorème que Galilée 
avait démontré sur la chute des corps pesants, lesquels, soit qu'ils descendent 
verticalement ou sur des plans inclinés, acquièrent toujours des vitesses 
capables de les faire remonter aux mêmes hauteurs d'où ils étaient tombés. 
O théorème, généralisé et appliqué au centre de gravité d’un système de 
corps pesants, donne le principe d’Huyghens. 

Quoi qu'il en soit, ce principe fournit une équation entre la hauteur ver- 
ticale, d’où le centre de gravité du système est descendu dans un temps quel- 
conque, et les dill'éreutes hauteurs verticales auxquelles les corps qui com- 
posent le système pourraient remonter avec leurs vitesses acquises, et qui, 
par les théorèmes de Galilée, sont comme les carrés de ces vitesses. Or, dans 
un pendule qui oscille autour d'un axe horizontal, les vitesses des différents 
points sont proportionnelles à leurs distances de l’axe ; ainsi on peut réduire 
l’équation à deux seules inconnues, dont l'une soit la descente du centre de 
gravité du pendule dans un temps quelconque, et dont l’autre soit la hauteur 
à laquelle un point donné de ce pendule pourrait remonter par sa vitesse 
acquise. .Mais la descente du centre de gravité détermine celle de tout autre 
point du pendule ; donc, on aura une équation entre la hauteur d’où un point 
quelconque du pendule est descendu, et celle à laquelle il pourrait remonter 
par sa vitesse, due à cette chute. Dans le centre d'oscillation, ces deux hau- 
teurs doivent être égales, parce que les corps libres peuvent toujours remon- 
ter à la même hauteur d’où ils sont tombés ; et l'équation fait voir que cette 
égalité ne peut avoir lieu que dans un point de la ligne perpendiculaire à 
l'axe de rotation, et passant par le centre de gravité du pendule, lequel soit 
éloigné de cet axe de la quantité qui provient en multipliant tous les poids 
qui composent le pendule par les carrés de leurs distances à l'axe, et divisant 
la somme de ces produits par la masse du pendule multipliée par la distance 
de son centre de gravité au même axe. Cette quantité exprimera donc la 
longueur d'un pendule simple, dont le mouvement serait égal à celui du 
pendule composé. 

Cette théorie d'Huyghens est exposée dans Y Horologium oscilUUoriurn, 
et elle y est accompagnée d’un grand nombre de savantes applications. Elle 
n’aurait rien laissé à désirer, si elle n’avait pas été appuyée sur un principe 
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précaire ; et il restait toujours à démontrer ee principe pour la mettre hors 
«le toute atteinte. 

Kii it>8i parurent, dans le Journal des Savants de Paris, quelques mau- 
vaises objections contre cette. théorie, auxquelles Muyghens ne répondit que 
d'une manière vague et peu satisfaisante. Mais cette contestation ayant excité 
l'attention de Jacques llcrnoulli, lui donna occasion d’examiner à tond la 
théorie d'Huyghens, et de chercher à la rappeler aux premiers principes de 
la Dynamique, j] ne considère d'abord que deux poids égaux attaches à une 
ligne inflexible et droite, et il remarque que la vitesse que le premier poids, 
celui qui est le plus près du point de suspension, acquiert en décrivant un 
are quelconque, doit être moindre que celle qu’il aurait acquise en décrivant 
librement le même arc; et qu'en meme temps la vitesse acquise par l'autre 
poids doit être plus grande que celle qu'il aurait acquise en parcourant le 
même arc librement. La vitesse perdue par le premier poids s'est donc com- 
muniquée au second, et comme cette communication se fait par le moyen 
<1 un levier mobile autour d'un point fixe, elle doit suivre la loi de l'équilibre 
îles puissances appliquées a ce levier; de manière que la perte de vitesse du 
premier poids soit au gain de vitesse du second, dans la raison réciproque 
des bras de levier, c’est-à-dire des distances au point de suspension. De là. et 
de ce que les vitesses réelles des deux poids doivent être elles-mêmes dans la 
raison directe de ces distances, on détermine facilement ces vitesses, et, par 
conséquent, le mouvement du pendule. 

. 8. Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe de ce 

fameux problème. L'idée de rapporter au levier les forces résultantes des 
vitesses gagnées ou perdues par les poids, est très-fine, et donne la clef de la 
vraie théorie; mais Jacques Hernoulli s’est trompé en considérant les vitesses 
acquises pendant un temps quelconque fini, au lieu qu'il n’aurait du consi- 
dérer que les vitesses élémentaires acquises pendant un instant, et les com- 
parer avec celles que la gravité tend à imprimer pendant le même instant. 
L est ce que I Hôpital a fait depuis dans un Kcrit inséré dans le Journal de 
Rotterdam, de 1690. Il suppose deux poids quelconques attachés au fil 
inflexible qui fait le pendule composé, et il établit l’équilibre entre les quan- 
tités de mouvement perdues et gagnées par ces pouls dans un instant qucl- 
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conque, c'est-à-dire entre les différences des quantités de mouvement que les 
poids acquièrent réellement dans cet instant, et celles que la gravité tendu 
leur imprimer. Il détermine, par ce moyen, le rapport de l'accélération 
instantanée de chaque poids à celle que lu gravité seule terni à lui donner, et 
il trouve le centre d’oscillation en cherchant le point du pendule pour lequel 
ces deux accélérations seraient égales. Il étend ensuite sa théorie à un plus 
grand nombre de poids; mais il regarde pour cela les premiers comme réunis 
successivement 'dans leur centre d’oscillation, ce qui n’est plus si direct, ni 
ne peut être admis sans démonstration (*) . 

Cette analyse lit revenir Jacques Bernoulli sur lu sienne, et donna enfin 
lieu à la première solution directe et rigoureuse du problème des centres 
d'oscillation, solution qui mérite d’autant plus l'attention des géomètres, 
quelle contient le germe de ce principe de Dynamique, qui est devenu si 
fécond entre les mains de d’Alemhert. 

L’auteur considère ensemble les mouvements que la gravité- imprime 
à chaque instant aux corps qui composent le pendule, et comme ces corps, à 
cause de leur liaison, ne peuvent les suivre, il conçoit les mouvements qu’ils 
doivent prendre comme composés des mouvements imprimés, et d’autres 
mouvements ajoutés ou retranchés qui doivent se contre-balancer, et en 
vertu desquels le pendule doit demeurer en équilibre. I .c problème se trouve 
ainsi ramené aux principes de la Statique, et ne demande plus que le secours 
de l’analyse. Jacques Bernoulli trouva, par ce moyen, des formules géné- 
rales pour les centres d’oscillation des corps de figure quelconque, en fit 
voir l’accord avec le principe d’IIuyghens, et démontra l’identité des cen- 
tres d’oscillation et de percussion. Cette solution avait été ébauchée, tics 
1691 , dans les Actes de Leipsick; mais elle n’a été donnée d’une manière 
complète qu’en 170 $, dans les Mémoires de l' Académie des Sciences de 
Paris. 

9 . Pour ne rien laisser à désirer sur cette histoire du problème du centre 
d’oscillation, je devrais rendre compte de la solution que Jean Bernoulli 
en a donnée ensuite dans les mêmes Mémoires, et qui, ayant été donnée aussi 


(*1 On peut meme ajouter i|tir relie méthode conduit il des résultats inenscts. (J. Bertmnd. ) 
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à peu près en même temps par Taylor, dans l'ouvrage intitulé : Methodus 
incremcntorum, a été l'occasion d'une vive dispute entre ces deux géomètres : 
mais quelque ingénieuse que soit l’idée sur laquelle est fondée cette nouvelle 
solution, et qui consiste à réduire tout d’un coup le pendule composé en 
pendule simple, en substituant à ses différents poids d'autres poids réunis 
dans un seul point, avec des masses et des pesanteurs fictives, telles qu'elles 
produisent les mêmes accélérations angulaires et les mêmes moments, par 
rapport à l’axe de rotation, et que la pesanteur totale îles poids réunis soit 
égale à leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette idée 
n'est ni si naturelle ni si lumineuse que celle de l’équilibre entre les quantités 
île mouvement, acquises et perdues. 

On trouve encore dans la Phoromonia d'Herman, publiée en 171b, une 
nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est fondée sur cet 
autre principe, que les forces motrices, dont les poids qui forment le pendule 
doivent être animés, pour pouvoir être mus conjointement, sont équivalentes 
à celles qui proviennent de l'action de la gravité; er. sorte que les premières 
étant supposées dirigées en sens contraire, doivent faire équilibre à ces 
dernières. 

C,e principe n’est, dans le fond, que celui de Jacques Bernoulli, présenté 
d’une manière moins simple, et il est facile de les rappeler l’un à l’autre par 
les principes de la Statique. Euler l’a rendu ensuite plus général, et s’en est 
servi pour déterminer les oscillations des corps flexibles, dans un Mémoire 
imprimé en 1 7 jo, dans le tome VII des Anciens Commentaires de Peters - 
bourg. 

Il serait trop long de parler des autres problèmes de Dynamique qui ont 
exercé la sagacité des géomètres, après celui du centre d’oscillation, et avant 
que l’art de les résoudre fût réduit à des règles fixes. Ces problèmes, que les 
Bernoulli, Clairaut, Euler se proposaient entre eux, se trouvent répandus 
dans les premiers volumes des Mémoires de Pétersbourg et de Berlin, dans 
les Mémoires de Paris (années 1 ~'ï(\ et 174a), dans les OE uvre s de Jean 
Bernoulli et dans les Opuscules d’Euler. Ils consistent à déterminer les mou- 
vements de plusieurs corps, pesants ou non, qui se poussent ou se tirent par 
fies fils ou des leviers inllexibles oii ils sont fixement attachés, ou le long des- 
quels ils peuvent couler librement, et qui, ayant reçu des impulsions quel- 
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conques, sont ensuite abandonnés# eux-mêmes, ou contraints de se mouvoir 
sur des courbes ou des surfaces données. 

f.e principe d’Huyghens était presque toujours employé dans la solution 
de ces problèmes ; mais comme ce principe ne donne qu’une seule équation, 
on cherchait les autres par la considération des forces inconnues avec les- 
quelles on concevait que les corps devaient se pousser ou se tirer, et qu’on 
regardait comme des forces élastiques agissant également en sens contraire, 
l/emploi de ces forces dispensait d'avoir égard à la liaison des corps, et per- 
mettait de faire usage des lois du mouvement des corps libres ; ensuite les con- 
ditions qui, par la nature du problème, devaient avoir lieu entre les mouve- 
ments des différents corps, servaient à déterminer les forces inconnues qu’on 
avait introduites dans le calcul. Mais il fallait toujours une adresse particulière 
pour démêler dans chaque problème toutes les forces auxquelles il était néces- 
saire d’avoir égard, ce qui rendait ces problèmes piquants et propres à 
exciter l’émulation. 


10. be 7 'mité de Dynamique de d’Alembert, qui parut en 1 743 , mit fin 
à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe et générale pour 
résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous les problèmes de Dyna- 
mique que l'on peut imaginer. Cette méthode réduit toutes les lois du mou- 
vement des corps à celles de leur équilibre, et ramène ainsi la Dynamique à 
la Statique. Nous avons déjà remarqué que le principe employé par Jacques 
Bernoulli dans la recherche du centre d'oscillation avait l’avantage de faire 
dépendre cette recherche des conditions de l’équilibre du levier; mais il était 
réservé à d'Alembert d’envisager ce principe d’une manière générale, et de 
lui donner toute la simplicité et la fécondité dont il pouvait être susceptible. 

Si l'on imprime à plusieurs corps «les mouvements qu’ils soient forcés de 
changer à cause de leur action mutuelle, il est clair qu’on peut regarder ees 
mouvements comme composés de ceux que les corps prendront réellement, 
et d’autres mouvements qui sont détruits ; d'où il suit «jue ces derniers doivent 
être tels, que les corps animés de ces seuls mouvements se fassent équilibre. 

Tel est le principe que d’Alembert a donné dans son Traité de Dyna- 
mique, et dont il a fait un heureux usage dans plusieurs problèmes, et surtout 
dans celui de la précession des équinoxes. Ce principe ne fournit pas immé- 
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diatement les équations necessaires pour la solution des problèmes de Dyna- 
mique, mais il apprend à les déduire des conditions de l 'équilibre. Ainsi, en 
combinant ce principe avec les principes ordinaires de l’équilibre «lu levier, 
ou de la composition des fort es, on peut toujours trouver les éclations de 
chaque problème ; mais la dilliculté de déterminer les forces qui doivent être 
détruites, ainsi que les lois «le f équilibre entre ces forces, rend souvent l’ap- 
plication de ce principe embarrassante et pénible; et les solutions «jui en 
résultent sont presque toujours plus compli«|uées que si elles étaient déduites 
de principes mAius simples et moins directs, comme on peut s'en convaincre 
par la seconde partie du même Traité <lr Dynamique (*). 

11. Si l'on voulait éviter les décompositions de mouvements «pie i'e prin- 
cipe exige, il n’y aurait «pi’â établir tout de suite l’équilibre entre les forces 
et les mouvements engendrés, mais pris «lans des directions contraires. Car, 

l’on imagine qu'on imprime à ehatpie corps, en sens contraire, le mouve- 
ment qu’il doit prendre, il est clair que le système sera réduit nu repos; par 
conséquent, il faudra «pie ces mouvements «létruisent ceux «pie les corps 
avaient reçus et qu’ils auraient suivis sans leur action mutuelle; ainsi il doit 
y avoir équilibre entre tons ces mouvements, on entre les forces qui peuvent 
les produire. 

Cette manière «!<■ rappeler les lois «le la Dynamique a celles «le la Statique 
est à la vérité moins directe «pie «'elle «pii résulte du principe «le d’Alembert, 
mais elle offre plus de simplicité «lans les applications; elle revient à celle 
d'Herman et d’Euler qui l a employée dans la solution «le beaucoup de pro- 
blèmes de Mécanique, et on la trouve «lans «piehpies Traités de Mécanique 
sous l«‘ nom de Principe de d' Alcmbert. 

12. Dans la première partie de cet ouvrage, nous avons réduit toute la 
Statique à une seule formule générale qui donne les lois de IVquilibre d’un 
système «juclconque «le corps tiré par tant «le forces «pion voudra. On pourra 
donc aussi réduire à une formule générale toute la Dynamique; car, pour 
applùjuer au mouvement «l'un système de corps la formule «le son érjuilibre, 
il suffira «l’y introduire les forces qui provieiuient des variations du mouve- 

*) O qui contribue encor** à compliquer ces solutions, c'rst que l’auteur veut éviter de faire les 

tft , on élément* du temps, constants , comme il en avertit lui-même (art. 0* . Note tic higrançc. ) 
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ment de chaque corps, et qui doivent être détruites. Le développement de 
cette formule, en ayant égard aux conditions dépendantes de la nature du 
système, donnera tontes les équations nécessaires pour la détermination du 
mouvement de chaque corps; et il n'y aura plus qu’à intégrer ces équations, 
ce qui est l'affaire de l'analyse. 

13. lin des avantages de la formule dont il s'agit, est d'offrir immédiate- 
ment les équations générales qui renferment les principes ou théorèmes 
connus sous les noms de Conservation ries forces vives, de Conservation du 
mouvement du centre de gravité, de Conservation des moments de rotation, 
ou Principe des aires, et de Principe de la moindre quantité d'action. Les 
principes doivent être regardés plutôt comme des résultats généraux des lois 
de la Dynamique, que comme des principes primitifs de cette science; mais 
■ étant souvent employés comme tels dans la solution des problèmes, nous 
croyons devoir en parler ici, en indiquant en quoi ils consistent, et à quels 
auteurs ils sont dus, pour ne rien laisser à désirer dans cette exposition pré- 
liminaire des principes de la Dynamique. 

14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation des 
forces vives, a été trouvé par Huyghens, mais sous une forme un peu diffé- 
rente de celle qu’on lui donne présentement ; et nous en avons déjà fait 
mention à l'occasion du problème des centres d’oscillation. Le principe, tel 
qu’il a été employé dans la solution de ce problème, consiste dans l'égalité 
entre la descente et la montée du centre de gravité de plusieurs corps 
pesants qui descendent conjointement, et qui remontent ensuite séparément, 
étant réfléchis en haut chacun avec la vitesse qu'il avait acquise. Or, par les 
propriétés connues du centre de gravité, le chemin parcouru par ce centre, 
dans une direction quelconque, est exprimé par la somme des produits de la 
masse de chaque corps, par le chemin qu’il a parcouru suivant la même 
direction, divisée par In somme des masses. D'un autre côté, par les théo- 
rèmes de Galilée, le chemin vertical parcouru par un corps grave est pro- 
portionnel au carré de la vitesse qu’il a acquise en descendant librement, 
et avec laquelle il pourrait remonter à la même hauteur. Ainsi le principe 
de Huyghens se réduit à et; que, dans le mouvement des corps pesants, la 
somme des produits des masses par les carrés des vitesses à chaque instant 

Met. anal. I. i*j 
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est la même soit que les corps se meuvent eonjointement d’une manière 
quelconque, on qu’ils parcourent librement les mêmes hauteurs verticales. 
C'est aussi ce que H uv "liens lui-même a remarqué en peu de mots, dans un 
petit Écrit relatif aux méthodes de Jacques Bernoulli et de l’Hôpital, pour 
les centres d'oscillation. 

Jusque-là ce principe n’avait été regardé que comme un simple théorème 
de Mécanique; mais lorsque Jean Bernoulli eut adopté la distinction établie 
par Leibnitz, entre les forces mortes ou pressions qui agissent sans mouve- 
ment actuel, et les forces vives qui accompagnent ce mouvement, ainsi que 
la mesure de ces dernières par les produits des masses et des carrés des 
vitesses, il ne vit plus dans le principe eu question qu’une conséquence de 
la théorie des forces vives, et une loi générale de la nature, suivant laquelle 
la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve la même pendant 
que ces corps agissent les uns sur les autres par de simples pressions, et est 
eonstamment égale à la simple force vive qui résulte de l'action des forces 
actuelles qui meuvent les corps. Il donna ainsi à ce principe le nom de 
( onservation des forces vives, et il s’en servit avec succès pour résoudre 
quelques problèmes qui ne l'avaient pas encore été, et dont il paraissait dif- 
ficile de venir à bout par des méthodes directes. 

Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d'extension à ce principe, et il en 
a déduit les lois du mouvement des fluides dans des vases, matière qui n'avait 
été traitée avant lui que d’une manière vague et arbitraire. Enfin il l’a rendu 
très-général, dans les Mémoires de Berlin pour l'année i 7^8, en faisant voir 
comment on peut l'appliquer au mouvement des corps animés par des attrac- 
tions mutuelles quelconques, ou attirés vers des centres fixes par des forces 
proportionnelles à quelques fonctions des distances que ce soit. 

Le grand avantage de ce principe est de fournir immédiatement une équa- 
tion finie entre les vitesses des corps et les variables qui déterminent leur 
position dans l’espace; de sorte que lorsque par la nature du problème 
toutes ces variables se réduisent à une seule, cette équation suffit pour le 
résoudre complètement, et c’est le cas de celui des centres d’oscillation. En 
général, la conservation des forces vives donne toujours une intégrale pre- 
mière des différentes équations différentielles de chaque problème, ce qui est 
d'une grande utilité dans plusieurs occasions. 
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I». Ix> second principe est dû à Newton, qui, un commencement de ses 
Principes mathématiques, démontre que l'état de repos ou de mouvement 
dy centre de gravité de plusieurs corps n’est point altéré par l'action réci- 
proque de ces corps, quelle qu’elle soit; de sorte que le centre de gravité 
des corps qui agissent les uns sur les autres d’une manière quelconque, soit 
par des fils ou des leviers, ou des lois d’attraction, etc., sans qu’il y ait 
aucune action ni aucun obstacle extérieur, est toujours en repos, ou se meut 
uniformément en ligne droite. 

D’Alembert a donné depuis, à ce principe, une plus grande étendue, en 
faisant voir que si chaque corps est sollicité par une force accélératrice 
constante et qui agisse suivant des lignes parallèles, ou qui soit dirigée vers 
un point fixe et agisse en raison de la distance, le centre de gravité doit 
décrire la même courbe que si les corps étaient libres; à quoi l’on peut 
ajouter que le mouvement de ce centre est, en général, le même que si 
toutes les forces des corps, quelles qu’elles soient, y étaient appliquées cha- 
cune suivant sa propre direction. 

Il est visible que ce principe sert à déterminer le mouvement du centre 
de gravité, indépendamment des mouvements respectifs des corps, et 
qu’ainsi il peut toujours fournir trois équations finies entre les coordon- 
nées des corps et le temps, lesquelles seront des intégrales des équations 
différentielles du problème (*). 

16 . Le. troisième principe est beaucoup moins ancien que les deux pré- 
cédents, et paraît avoir été découvert en meme temps par Euler, Daniel 
Bernoulli et d’Arcy, mais sous des formes différentes. 

Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce que dans le mouve- 
ment de plusieurs corps autour d’un centre fixe, la somme des produits de 
la masse de chaque corps par sa vitesse de circulation autour du centre, 
et par sa distance au même centre, est toujours indépendante de l'action 
mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, et se conserve 
la même tant qu’il n’y a aucune action ni aucun obstacle extérieur. Daniel 
Bernoulli a donné ce principe dans le premier volume des Mémoires de 

(*) Il faut cependant mettre cette restriction, que les forces qui sollicitent ces corps ne dépendent 
pas de leur position inconnue. (/. Bertrand.) 

*9 
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l’ Académie de Berlin, qui a paru en i et Euler l'a donné la même année 
dans le tome I" de ses Opuscules; et c'est aussi le même problème qui les 
y a conduits, savoir, la recherche du mouvement de plusieurs corps mobiles 
dans un tube de ligure donnée, et qui ne peut que tourner autour d’un point 
ou centre fixe. 

Le principe de d'Arcv, tel qu’il l’a donné à l’Académie des Sciences, dans 
les Mémoires de > 74 ” > qui n’ont paru qu’en 1762, est que la somme des 
produits de la masse de chaque corps par l’aire que son rayon vecteur décrit 
autour d’un centre fixe, sur un même plan de projection, est toujours pro- 
portionnelle au temps. On voit que ce principe est une généralisation du 
beau théorème de Newton, sur les aires décrites en vertu de forces centri- 
pètes quelconques; et pour en apercevoir l’analogie, ou plutôt l’identité 
avec celui d’Euler et de Daniel Bernoulli, il n’y a qu’à considérer que la 
vitesse de circulation est exprimée par l'élément de l’arc circulaire divisé 
par l'élément du temps, et que le premier de ces éléments, multiplié par la 
distance au centre, donne l’élément de l'aire décrite autour de ce centre; 
d’où l’on voit que ce dernier principe n’est autre chose que l'expressio» 
différentielle de celui de d’Arcy. 

Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme qui le 
rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce que la somme des 
produits des masses, par les vitesses et par les perpendiculaires tirées du 
centre sur les directions du corps, est une quantité constante. 

Sous ce point de vue, il en a fait même une espèce fie principe métaphy- 
sique, qu'il appelle la conservation de l'action, [jour l'opposer, ou plutôt 
pour le substituer à celui de la moindre quantité d'action; comme si «les 
dénominations vagues et arbitraires faisaient l’essence des lois de la nature, 
et pouvaient, par quelque vertu secrète, ériger en causes finales de simples 
résultats des lois connues de la Mécanique. 

Quoi qu'il en soit, le principe dont il s’agit a lieu généralement pour tous 
les systèmes de corps qui agissent les uns sur les autres d’une façon quel- 
conque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois d’attraction, etc., et 
qui sont de plus sollicités par des forces quelconques dirigées à un centre 
fixe, soit que le système soit d’ailleurs entièrement libre, ou qu’il soit assu- 
jetti à se mouvoir autour de ce même centre. La somme des produits des 
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niasses par les aires décrites autour de ce centre, et projetées sur un plan 
quelconque, est toujours proportionnelle au temps; de sorte qu’en rappor- 
tant ces aires à trois plans perpendiculaires entre eux, 011 a trois équations 
différentielles du premier ordre entre le temps et les coordonnées des 
courbes décrites par les corps ; et c’est proprement dans ces équations que 
consiste la nature du principe dont nous venons de parler. 


17 . Je viens entin au quatrième principe, que j'appelle de la moindre 
action, par analogie avec celui que Maupertuis avait donné sous cette déno- 
mination, et que les écrits de plusieurs auteurs illustres ont rendu ensuite si 
fameux. Ce principe, envisagé analytiquement, consiste en ce que dans le 
mouvement des corps qui agissent les uns sur les autres, la somme des pro- 
duits des masses par les vitesses et par les espaces parcourus, est un mini- 
mum. L’auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la réfraction de la 
lumière, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires lus, l’un a 
l’Académie «les Scien<**s de Paris, en 1 > et l’autre, deux ans après, a 

«■Ile de lierlin. 

Mais ces applications sont trop particulières pour servir à établir la vérité 
d’un principe général ; elles ont d’ailleurs quelque chose de vague et d’arbi- 
traire, qui ne peut que rendre incertaines les conséquences qu'on en pour- 
rait tirer pour l’exactitude même du principe. Aussi l’on aurait tort, ce me 
semble, «le mettre ce principe présenté ainsi sur la même ligne «pte ceux que 
nous venons d’exposer. Mais il y a une autre manière «le l’envisager, plus 
générale et plus rigoureuse, «‘t qui mérite seule l’attention des géomètres. 
Euler en a donné la première idée à la fin de son Traité des Isopérimètres. 
imprimé à Lausanne en ■ 744 » en y faisant voir que dans les trajectoires 
décrites par des forces centrales, l’intégrale de la vitesse multipliée par l'élé- 
ment de la courbe, fait toujours un maximum ou un minimum. 

Cette propriété qu’Euler avait trouvée dans le mouvement des corps 
isolés, et qui paraissait bornée à ces corps, je l’ai étendue, par le moyen de 
la conservation des forera vives, au mouvement «le tout système de corps 
qui agissent les uns sur les autres d’une manière quelconque; et il en est 
résulté ce nouveau principe général, que la somme des produits des masses 
par les intégrales des vitesses multipliées par les éléments des esjiacra par- 
courus, est constamment un maximum ou un minimum. 



a'io .MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Tel est le principe auquel je donne ici, quoique improprement, le nom de 
moindre action, et que je regarde non comme un principe métaphysique, 
mais comme un résultat simple et général des lois de la Mécanique. On peut 
voir, dans le tome II des Mémoires de Turin, l'usage que j’en ai tait pour 
résoudre plusieurs problèmes difficiles de Dynamique. Ce principe, combiné 
avec celui des forces vives, et développé suivant les règles du calcul des 
variations, donne directement toutes les équations nécessaires pour la solu- 
tion de chaque problème; et de là naît une méthode également simple et 
générale pour traiter les questions qui concernent le mouvement des corps; 
mais cette méthode n’est elle-même qu’un corollaire de celle qui fait f objet 
de la seconde partie de cet ouvrage, et qui a en même temps l'avantage d'être 
tirée des premiers principes de la Mécanique. 


DEUXIÈME SECTION. 

FORMULE GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE POUR LF. MOUVEMENT DUN SYSTEME 
DE CORPS ANIMÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES. 

1 . Lorsque les forces qui agissent sur un système de corps sont disposées 
* conformément aux lois exposées dans la première partie de ce Traité, ces 

forces se détruisent mutuellement, et le système demeure en équilibre. Mais 
quand l’équilibre n'a pas lieu, les corps doivent nécessairement se mouvoir, 
en obéissant en tout ou en partie à l’action des forces qui les sollicitent. La 
détermination des mouvements produits par des forces données, est l'objet 
de cette seconde partie. 

Nous y considérerons principalement les forces accélératrices et retarda- 
trices, dont l'action est continue, comme celle de la gravité, et qui tendent 
à imprimer à chaque instant une vitesse infiniment petite et égale à toutes 
les particules de matière. 

Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles produisent 
nécessairement des vitesses qui augmentent comme les temps; et l’on peut 
regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps donné comme les effets 
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lus plus simples de ces sortes de forces, et, par conséquent, comme les plus 
propres à leur servir de mesure. I) faut, dans la Mécanique, prendre les • 

effets simples des forces pour connus; et l'art de cette science consiste uni- 
quement à en déduire les effets composés qui doivent résulter de l’action 
combinée et modifiée des mêmes forces. 

2. Mous supposerons donc que l’on connaisse pour chaque force accélé- 
ratrice la vitesse qu’elle est capable d’imprimer à un mobile en agissant tou- 
jours de la même manière, pendant un certain temps que nous prendrons 
pour l'unité des temps, et nous mesurerons la force accélératrice par cette 
même vitesse qui doit s’estimer par l’espace que le mobile parcourrait dans 
le même temps, si elle était continuée uniformément; or on sait, pur les 
théorèmes de Galilée, que cet espace est toujours double de celui que le corps 
a parcouru réellement par l'action constante de la force accélératrice. 

On peut d’ailleurs prendre une force accélératrice connue pour l’unité, 
et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour l'unité des 
espaces le double de l’espace que la même force continuée également ferait 
parcourir dans le temps qu'on veut prendre pour l’unité des temps, et la 
vitesse acquise dans ce temps par l’action continue de la même force sera 
l'unité des vitesses. De cette manière, les forces, les espaces , les temps et les 
vitesses ne seront que des simples rapports, des quantités mathématiques 
ordinaires. 

Par exemple, si l’on prend la gravité sous la latitude de Paris pour l’unité 
îles forces accélératrices, et qu’on compte le temps par secondes, on devra 
prendre alors 3o,igG pieds de Paris pour l’unité des espaces parcourus, 
parce que i5,og8 pieds est la hauteur d'où un corps abandonné à lui-même 
tombe, dans une seconde, sous cette latitude; et l’unité des vitesses sera celle 
qu’un corps pesant acquiert en tombant de cette hauteur. 

5. Ces notions préliminaires supposées, considérons un système de corps 
disposés les uns par rapport aux autres, comme on voudra, et animés par 
des forces accélératrices quelconques. 

Soit m la masse de l’un quelconque de ces corps, regardé comme un point: 
rapportons, pour la plus grande simplicité, à trois coordonnées rectangles ,r, 
y, 2 la position absolue dn même corps au bout d'un temps quelconque t. 
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('.es coordonnées sont supposées toujours parallèles à trois axes lises dans 
l'espace, et qui se coupent perpendiculairement dans un point nommé l'ori- 
gine des coordonnées; elles expriment, par conséquent, les distances recti- 
lignes du corps à trois plans passant par les mêmes axes. 

Ainsi, à cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées x, y, z 
représentent les espaces par lesquels le corps en mouvement s’éloigne des 

mêmes plans; par conséquent, — , j-j , ~ représenteront les vitesses que ce 

corps a dans un instant quelconque pour s’éloigner de chacun de ces plans-là, 
et se mouvoir suivant le prolongement des coordonnées .r, y , s; et ces 
vitesses, si le corps était ensuite abandonné à lui-même, demeureraient con- 
stantes dans les instants suivants, par les principes fondamentaux de la théorie 
du mouvement. 

Mais, par la liaison des corps et par faction des forces accélératrices qui les 
sollicitent, ces vitesses prennent, pendant l'instant dt , les accroissements 

d . ^ > d . d . , qu'il s’agit de déterminer. On peut regarder ces accrois- 

sements comme de nouvelles vitesses imprimées à chaque corps, et, en les 
divisant par dt, on aura la mesure des forces accélératrices employées immé- 
diatement à les produire ; car, quelque variable que puisse être faction d’une 
force, on peut toujours, parla nature du calcul différentiel, la regarder comme 
constante pendant un temps infiniment petit, et la vitesse engendrée par cette 
toree est alors proportionnelle à la force multipliée par le temps ; par consé- 
quent, la force elle-même sera exprimée par la vitesse divisée par le temps. 
En prenant l'élément dt du temps pour constant, les forces accélératrices 

dont il s'agit seront exprimées par '- £■ , -fy-i -yy » et, en multipliant ces 

d*x 

forces par la masse m du corps sur lequel elles agissent, on aura m > 

m m [jy pour les forces employées immédiatement à mouvoir le corps m 

pendant le temps dt, parallèlement aux axes des coordonnées .r, y, z. On 
regardera donc chaque corps m du système comme poussé par de pareilles 
forces, par conséquent, toutes ces forces devront être équivalentes à celles 
dont on suppose que le système est sollicité, et dont faction est modifiée par 
la nature même du système ; et il faudra que la somme de leurs moments soit 


Digitized by Google 


SECONDE PARTIE. 


— LA DYNAMIQUE. ^33 

toujours égale à la somme des moments de celle-ci, par le théorème donné 
dans l'art. lo de la sert, fl de la 1" partie. 


4. Nous emploierons dans la suite la caractéristique ordinaire d pour repré- 
senter les diflérentielles relatives au temps, et nous dénoterons les variations 
qui expriment les vitesses virtuelles par la caractéristique S, comme nous 
l’avons déjà fait dans quelques problèmes de la I" partie. 

Ainsi on aura m o.r, m iy, m ~~ ê: pour les moments des lorces 


H'x 

, 7/ -, , , 


. l'y 

,U' 


fl * Z 

dF 


m —rr 9 m > m qui agissent suivant les coordonnées x, y, z, et tendent 


à les augmenter; la somme de leurs moments pourra donc être représentée 
par la formule 

c / H'x * d'y > H't -, \ 

s \iv* x +-aFV + w ù: ) m ' 


en supposant que le signe d’intégration S s’étende à tous les corps du 
système. * 

5. Soient maintenant P, Q, R, etc., les forces accélératrices données, qui 
sollicitent chaque corps m du système, vers les centres auxquels ces forces 
sont supposées tendre; et soient j>, q, r, etc., les distances rectilignes de 
chacun de ces corps aux mêmes centres. Les différentielles ip, Sq, ir. etc., 
représenteront les variations des lignes p, q, r, etc,., provenantes des varia- 
tions ix, Sf, iz tles coordonnées x,y, z du corps m ; mais comme les forces 
P, Q, R, etc., sont censées tendre à diminuer ces lignes, leurs vitesses vir- 
tuelles doivent être représentées par — ip, — iq, — or, etc. (art. 3, sect. Il, 
part. I); donc les moments des forces mP, inQ, mil* etc., seront exprimés 
par — mPSp, — niQoiy, — mRor, etc., et lasomme des moments de toutes 
ces forces sera représentée par 

— S(Pî/; -+- Q iq -+- R ir -+- . . .)m. 

Égalant donc cette somme à celle de l’article précédent, on aura 



= — S(P£/> -+- Qiq -i- RSr -+- . . .) m, 

idée. anal. I. 3o 
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et, transposant le second membre, 


1 


c / il’ X , 

S {w Sx 

-+- S (Pô/» -+- QZq 


d'y 

dt' 


■>y + 

RÔr 


■l'z * \ 

77F* 1 )" 1 

- . . .) m = o. 


C’est la formule générale de la Dynamique pour le mouvement d’un sys- 
tème quelconque de corps. 

6. 11 est visible que cette formule ne diffère de la formule générale de la 
Statique, donnée dans la sect. II de la 1” partie, que par les termes dus aux 

forces ™ 7>*~" ’ ( l u ‘ produisent l’accélération du corps m suivant 

les prolongements des trois coordonnées .r, y, z. En effet, nous avons vu 
dans la section précédente (art. Il), que ces forces étant prises en sens con- 
traire, c’est-à-dire étant regardées comme tendantes à diminuer les lignes x, 
y, ;, doivent faire équilibre aux forces actuelles P, Q, R, etc., qui sont sup- 
posées^igir pour diminuer les lignes p, q, r, etc. ; de sorte qu’il n’y a 

qu'à ajouter aux moments de ces dernières forces, ceux des forces m -jjj , 
m TlF' m '~jÿ P ollr chacun des corps ni, pour passer tout d’im coup des con- 
ditions de l’équilibre aux propriétés du mouvement (art. 4, sect. 11, part. I). 

7. Les mêmes règles que nous avons données dans la sect. II de la I re partie, 
pour le développement de la formule générale de la Statique, s'appliqueront 
donc aussi à la formule générale de la Dynamique. 

Il faudra seulement observer, 

i”. Que les différences que nous avions marquées par la caractéristique 
ordinaire d, pour représenter les variations, seront toujours marquées doré- 
navant par la caractéristique ô; 

a”. Que la caractéristique d sera toujours relative au temps t, ainsi que la 
caractéristique correspondante J pour les intégrations, excepté dans les diffé- 
rences partielles, où il est indifférent quelle caractéristique on y emploie; 

3°. Que, pour représenter les éléments d’une courbe ou d’une surface, ou, 
en général, d’un système composé d'une infinité de particules, on emploiera 
la caractéristique I), qui répond à la caractéristique intégrale S. Ainsi, lors- 
qu’on voudra étendre au mouvement les formules que nous avons données 
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pour l'équilibre, dans les chap. III et 1 N de la seet. V de la I™ partie, il (àudra 
changer partout la caractéristique d en I), pour avoir l'expression de la somme 
des moments de toutes les forces. 


8. Lorsque le mouvement se lait dans un milieu résistant, on peut regarder 
la résistance du milieu comme une force qui agit en sens contraire de la direc- 
tion du corps, et qui peut, par conséquent, être supposée tendante à un 
point de la tangente. 

Supposons que la résistance soit R ; pour avoir son moment — R or, il n’y 
a qu’à considérer qu’on a, en général, 

r = \/(x — Ty -H (y — rny -+- (z — «)*, 

/, ni, n étant les coordonnées du centre de la force R; donc 


^ x — / n y - 
or = ùx -+■ — 


■m -, 

— ojy ■ 


Prenons le centre de la force R dans la tangente de la courbe décrite par le 
corps et très-près de lui ; on fera, pour cela, 

x — l — dx, y — ni = (ty, z — n — dz. 


ce qui donnera, en prenant ds pour l’élément de la courbe, 

x — l dx y — 771 dy x — n dz 

r ds ’ r ds ’ r ds 


et, par conséquent, 


ér = 


d. r 
3s 


o.r ■ 


dy 

ds 


0 > 


dz 
ds ' 


Si le milieu résistant était en mouvement, il faudrait composer ce mouve- 
ment avec celui du corps pour avoir la direction de la force de résistance. 
Nommons da, dfi, dy les petits espaces que le milieu parcourt parallèlement 
aux axes des coordonnées x, y, z, pendant que le corps décrit l’espace ds ; 
il n’y aura qu’à retrancher ces quantités de dx, dy, dz pour avoir les mou- 
vements relatifs; et, comme ds — dy * -+- dz*), si l’on fait 


do — \j(dx — da) 1 (dy — d^) 1 (dz — dy)*, 
on aura, dans ce cas, 


« dx — da „ dy — d& » dz — dy « 
Sr = _ 7 — ox -t- ~ lT - 5/ -+- -, /V - 7 «*• 
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A l’égard de la résistance R, elle est ordinairement une fonction de la 
vitesse ; mais dans le cas où le milieu est en mouvement, elle sera fonction 
de la vitesse relative 

dt 

De cette manière, on pourra appliquer nos formules générales aux mou- 
vements qui se font dans des milieux résistants, sans avoir besoin d'aucune 
considération particulière à ces sortes de mouvements. 

9. Il est important de remarquer que l’expression d'xix-hd'ySy-i-d^zèz, 
par laquelle la formule générale de la Dynamique diffère de celle de la Sta- 
tique (art. a), est indépendante de la position des axes des coordonnées 

y, 2- 

Car, supposons qu’à la place de ces coordonnées on substitue d’autres 
coordonnées rectangles x', y' , z' qui aient la meme origine, mais qui se rap- 
portent à d’autres axes. Par les formules de la transformation des coordon- 
nées, données dans l’art. 10 de la sect. III de la 1" partie, on a 

x — ax' -h (3 y' -+- yz', 
y~ci'x'- t-jSy + yV, 
s = «V-t- 18 Y -h y"z'. 

DifTérentions ces expressions de x, y, z, en y regardant tous les coefficients 
a, /3, y, a', etc., comme constants, et les nouvelles coordonnées x',y', z' 
comme seules variables, on aura 

d*x = ad*x' -)- pd^y' -+- yd 7 z ' , 
dy = «'rf V -+- p'dy' -+- y'd' z’, 
d'z = JS V/+ yd'z'. 

On aura de même, 

ox=a3.r' -t- ftSy' -hySz', 
Sy=a'$x'-hp'8y'-hy' Sz', 

Sz = a*8x'-h p ff 8y'-h y"Sz’. 

Substituant ces valeurs, et ayant égard aux équations de condition données 
dans l’article cité, entre les coefficients a, (3, y, a', etc., on aura 

d'xSx -+- d’ySy -h d*zSz = d’x'ox'-h d^y'Sy'-h d’z'Sz'. 
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Si l'on fait les mêmes substitutions dans l'expression des distances recti- 
lignes entre les différents corps du système, représentées par p, q, etc. , il est 
facile de voir que les quantités a, J 3 , 7, a', etc., disparaîtront également, et 
que les transformées conserveront la même forme. En effet, on a 

P = \/(x-x)’-Kr-y)’-M 2 -z)% 

.r, /, ; étant les coordonnées d’un corps m, et x, y, z celles d'un autre 
corps m rapportées aux mêmes axes. Par le changement des axes, les pre- 
mières deviennent x', y', , et si l’on désigne par x', y', z' ce que les der- 

nières deviennent, on aura aussi 

x = «x' -f-^y' -t-7z', 
y = «'x' H- J9'y' -+- 7 Y, 
z = «V-+- (3 "y'-h /*'• 

Substituant, et ayant égard aux mêmes équations de condition, on aura 

p = v/( x '— *')’-+-(/— y'V + (='— z ')% 

et ainsi des quantités analogues q, r, etc. 

10. Ils’ ensuit de là que, si le système n'est animé que par des forces inté- 
rieures P, Q, etc. , proportionnelles à des fonctions quelconques des distances 
p, q, etc., entre les corps, et que les conditions du système ne dépendent 
que de la disposition mutuelle des corps, de manière que les équations de 
condition ne soient qu’entre les différentes lignes p, q, etc. , la formule géné- 
rale de la Dynamique (art. 5 ) sera la même pour les coordonnées transfor- 
mées .r', y', z', que pour les coordonnées primitives .r, y , z. Donc, après 
avoir trouvé, par l’intégration des différentes équations, déduites de cette 
formule, les valeurs des coordonnées .r, y, z de chaque corps m, exprimées 
en temps, si l’on prend ces valeurs pour .r', y', z', 011 aura, pour les coor- 
données x, y, z, ces valeurs plus générales, 

x = ax' fiy' -+- y s', 

y = *V-t-(3y + yV, 

s = « V-i- I9V-+- 7 V, 
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dans lesquelles les neuf coefiicients a, f, y, etc., renferment trois quantités 
indéterminées, puisqu’il n'y a entre elles que six équations de eondition. 

Si les valeurs de .r', y', z' renferment toutes les constantes arbitraires 
nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les trois indéterminées 
dont il s'agjt se fondront dans ces mêmes constantes arbitraires; mais elles 
pourront suppléer celles qui manqueraient, et dont le défaut rendrait la solu- 
tion incomplète. Ainsi, au moyen de ces trois nouvelles arbitraires qu'on 
peut introduire à la fin du calcul, on sera libre de supposer milles ou égales 
à des quantités déterminées, autant d’autres constantes arbitraires, ce qui 
servira souvent à faciliter et simplifier le calcul. 


1 1 . Quoiqu'on puisse toujours calculer les effets de l'impulsion et de la 
percussion comme ceux des forces accélératrices, cependant, lorsqu'on ne 
demande que la vitesse totale imprimée, on peut se dispenser de considérer 
ses accroissements successifs; et l’on peut, tout de suite, regarder les forces 
d’impulsion comme équivalentes aux mouvements imprimés. 

Soient donc P, Q, 11, etc., les forces d'impulsion appliquées à un corps 
quelconque m du système, suivant les lignes p, q, r, etc.; supposons que 
la vitesse imprimée à ce corps soit décomposée en trois vitesses représentées 
par .r, y, z, suivant les directions des axes des coordonnées .r, y, z, on aura, 
comme dans l’art. 5, en changeant les forces accélératrices 
dans les vitesses x, y, z, l’équation générale 


S(xox -+- yiy -f- ziz) m 
■+■ S(PSp -H Q iq + R?r+...) = o, 

Cette équation donnera autant d'équations particulières qu’il y restera de 
variations indépendantes après avoir réduit toutes les variations marquées 
par 5 au plus petit nombre possible, d'après les conditions du système. 
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TROISIÈME SECTION. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT, DÉDUITES DE LA FORMULE PRÉCÉDENTE. 

I . Considérons un système de corps disposés les uns par rapport aux 
autres et liés ensemble, comme l’on voudra, mais sans qu'il y ait aucun point 
ou obstacle fixe qui gène leur mouvement; il est évident que, dans ce cas, 
les condititions du système ne peuvent dépendre que de la position respec- 
tive des corps entre eux ; par conséquent, les équations de condition ne 
pourront contenir d'autres fonctions des coordonnées qne les expressions 
des distances mutuelles des corps. Celte considération fournit, pour le mou- 
vement d’un système, des équations générales indépendantes de la nature du 
système, et analogues à celles que nous avons trouvées pour l'équilibre dans 
le § I de la sect. III de la I' c partie. 


$ 1 . — Propriétés relatives au centre de gravité. 

2. Soient x' , y', z' les coordonnées d’un corps quelconque déterminé 
du système, tandis que x, y , z représentent, en général, les coordonnées 
d'un autre corps quelconque. Faisons, ce qui est toujours permis, 

x = x -+- £, y = y -f- », z = z' Ç; 


il est visible que les quantités x', y', z' n’entreront point dans les expres- 
sions des distances mutuelles des corps, mais que ces distances ne dépen- 
dront que îles différentes quantités Ç, », Ç, qui expriment proprement les 
coordonnées des différents corps, rapportés à celui qui répond à x',y', z'; 
par conséquent, les équations de condition du système seront entre les seules 
variables £, », £, et ne renfermeront point x’,y', z'. 

Donc, si dans la formule générale de la Dynamique (art. o , section précé- 
dente), on réduit toutes les variations à Sx, Sy, S z. et qu'on substitue pour 
ox, Sy, 5s, leurs valeurs Sx' + S%, Sy'- 1- Su, Sz'-h S%, les variations Sx', 
Sy', Sz seront indépendantes de toutes les autres, et arbitraires en elles- 
mêmes ; ainsi, il faudra égaler séparément à zéro la totalité des termes affectés 
de chacune de ces variations, ce qui donnera trois équations générales et 
indépendantes de la constitution particulière du système. 
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I,es lorces intérieures pur lesquelles les corps pourraient agir les uns sur 
les autres, et que nous dénotons par P, Q, etc., connue dans l'art. 2 de lu 
seet. III <le la I" partie, n’entreront point dans ces équations, parce que les 
distances mutuelles/», q, etc., étant indépendantes de x', y', z , les variations 
i/j, itj, etc., relatives à ces variables, seront uulies. 

V l'égard «les forces extérieures P, Q, R, etc., si on les réduit aux trois 
forces \, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées x, y, z, et tendantes à les 
diminuer, d'après les formules données dans le ehap. I de la sect. V de la 
I 1 ' partie, on a 

P 8 p 4 - Q8 «/ -(- RS/ - -+- . . . = Xo.r -i- Y 8^ -t- Z8s, 

et la formule générale devient 


S H- X j m 8.r 4 - S 


/ d'y 

V rit’ 


Y) 


m i y 4 - S 



4 - Z 



laquelle, en n’ayant égard qu'aux variations Sx', 8 [y 1 , 8:\ qui sont indépen- 
dantes de toutes les autres, donnera 


0 \ r ' s (5? -t- *) «n -t- ir' S 4- Y) m 4 - 8=' S ( ~ 4- Z ) m = o, 
d'où l’on tire sur-le-champ ces trois équations : 


S (^F-*- X ) n, = °' 

S (ÿ + Y ) ,,, = 0 ’ 
s (ÿ + Z ) m== °, 


lesquelles auront toujours lieu dans le mouvement d'un système quelconque 
de corps, lorsque le système est entièrement libre. 

3. Supposons maintenant que le corps auijuel répondent les coordonnées 
.r', y 1 , z' soit placé dans le centre de gravité de tout le système. On aura, 
par les propriétés connues de ce centre (part. I, sect. III, ^ IV). les équations 

S£m = o, S»in = o, S£m = o, 
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lesquelles, en différentiant par rapport à t, donneront celles-ci : 


;£i 

Ht' 


S t* il r% fi i 

-xr m = o, S - r; m = o. 


c d'n 


Donc 


• on aura 


, . H'x ,, d'x’ d'x' o 

s nr ni = j;.- m = -âv Sm, 


Ht' " “ ,/<’ 

parce que .r' ayant la même valeur pour tous les corps, est indépendante du 
signe S; on aura pareillement 

cd'y d'r' v c d’z d\z' c 

s -2F n ' = -a?- Sm ’ et S W m = inr Sm - 

Ainsi les trois équations de l’article précédent prendront celte forme plus 
simple : 

d X .. n , ' 

— nm n\m = o. 


d'r‘ c cv 

!>m + M m = o, 


Sm -4- SZm 


o. 


Ces équations serviront à déterminer le mouvement du centre de gravite 
de tous les corps, indépendamment du mouvement particulier de chacun 
d'eux; et, comme les valeurs de SXm, S\ m, SZm ne renferment point les 
forces intérieures du système, le mouvement de ce centre ne dépendra point 
de l’action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, 
mais seulement des forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. C’est 
en quoi consiste le principe général de la Conservation du mouvement du 
centre de gravité. 

Ce principe subsiste aussi dans le cas où les corps, dans leurs mouvements, 
viendraient à se choquer; car, de quelque nature que soient les corps, on 
peut toujours imaginer que leur action dans le choc se fasse par le moyen 
d’un ressort interposé entre les corps, et qui, après la compression, tende à 
se rétablir ou non, suivant que les corps seront élastiques ou non. De cette 
manière, l’effet du choc sera le produit de forces de la nature de celles que 
nous avons désignées par P, Q, etc., et qui disparaissent dans la formule 
générale (art. 2). 

t. On voit, au reste, que les équations du mouvement du centre de gra- 
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vite sont les mêmes que celles du mouvement d’un seul corps qui serait animé 
à la fois par toutes les forces accélératrices qui agissent sur les dilférents corps 
du système. F.n effet, si l'on conçoit que tous ces corps soient réunis en un 
point qui réponde aux coordonnées x ' , y', z , on a alors, dans la formule 
générale, x — x', y = y', s = s'; et, égalant à zéro la totalité des termes 
affectés de chacune des trois variations Sx', Zy', Zz', on aura les mêmes équa- 
tions que ci-dessus. 

De là résulte ce théorème général , que le mouvement du centre de gravité 
/ d 'un système libre de corps, disposés, les uns par rapport aux autres, comme 

l’on voudra, est toujours le meme ipte si les corps étaient tous réunis dans 
un seul point, et qu'en meme temps chacun d’eux fut animé des mêmes forces 
accélératrices que dans leur état naturel. 

3. Ce théorème a encore lieu lorsque les corps qui composent un système 
libre ne reçoivent que des impulsions quelconques; car, en substituant dans 
l’équation de l’art. 1 1 de la section précédente, ox'-+- 5£, Z y' -h Sa, Zz' -+- 
à la place de Zx, Zy, Zz, et réduisant les forces P, Q, R, etc., aux forces X, 
Y, Z, on prouvera, comme dans l’art. 2, que les variations Zx' , Zy', Zz' 
doivent demeurer arbitraires, ce qui donnera les trois équations 

S(m.r -t- X ) — o, S (mj + Y) = n, S (mz +Z)=o. 

Or, si l’on rapporte les coordonnées x', y', z’ au centre de gravité du sys- 
tème, on a, par les propriétés de ce centre, 

x'Sm = Sxrn, y'Sm = Syn», s'Sm = Ssm. 

Donc aussi, en difïërentiant relativement à t, et faisant dx = xd>, dy = ydt. 
dz — zdt, dx' = x'dt, dy' =y'dt , dz' = z'dt,- 

x'Sm = Sxm, y'Sm = Syn», l'Sm = Szm, 
et, par conséquent, 

x'Sm -H SX =o, y'Sm -y SI == o, s'Sm-+-SZ=o, 

cc qui fait voir que les vitesses x', y ', imprimées au centre de gravité, sont 
les mêmes que si tous les corps, étant réunis dans ce centre, recevaient à la 
fois les impulsions X, Y, Z. 
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t» f,a formule générale (art. 2), après la substitution deSx'-(-oÇ, 
2y' -+- or, iz' -+• î£à la place de 5x, 2y, Sz, et l’évanouissement des termes 
affectés de Sx', or', Sz', se réduira à 


S 


</’voV 
' lit' 




+- Xo? 


ZcÇ'j in = o. 


Substituant x'-+- Ç, y' -+- r, z' -+- £ pour x, j, ; dans les différentielles d*x, 
d'y, </’ z, et faisant sortir hors du signe S les différentielles d‘ x' , d'y', 
d‘ z , les termes affectés de ces différentielles seront 


d'x' 


SSÇm 


'/ , l' c 

fÛ' 


fl' z’ i 


SS.rn -t-'-^-SSÇ; 


Mais en rapportant au centre de gravité les coordonnées r', y', z', on a 
(art. 5) 

S£m == o, Sam = o, S£m = o; 

donc aussi, en différentiant par 3, on aura 

So£m — o, SoRin = o, SS£m = o, 

ce qui fait évanouir les tenues dont il s’agit. 

Ainsi la formule générale se réduira à 


/d'ijn+d' 

V d 


rl'r.ir, ■ 
dt' 


d'Çàp 


XoÇ -t- Y or -i- ZS£ ) ni = o. 


qui est tout à fait semblable à la première formule, les coordonnées x, y, z, 
dont l’origine est fixe dans l’espace, étant changées en £, r, dont l’origine 
est au centre de gravité. 

On peut conclure de là (*) , en général, que, dans un système libre, on 
aura, par rapport au centre de gravité, les mêmes équations et les mêmes 
propriétés que par rapport à un point fixe hors du système. 


(•} Cette conclusion est trop absolue. l.Vqii.ition différentielle qui lie r,, Ç est, en effet, de 
même forme que celle qui lie x y y-, s; mais, d’une part , les équations de liaison entre <5, n , Ç ne seront 
pas les mêmes qu'entre r,/, s, et, en outre, les forces X, Y, Z n'auront pas des expressions de 
même forme par rapport aux deux systèmes de variables. Ainsi , par exemple , si l’on considère deux 
points qui s’attirent mutuellement avec une force réciproquement proportionnelle au carre de la dis- 
tance, ils décriront des ellipses par rapport aux axes mobiles passant par le «entre de gravité. Par 
rapport à des axes fixes, les trajectoires seraient beaucoup plus compliquées. ( J . Jiertmmi.) 

3 1 
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$ il. — Propriétés relatives aire aires. 

7. Considérons maintenant le mouvement du système autour d un point 
fixe, et supposons qu'il soit entièrement libre de tourner en tout sens autour 
de ce point. En faisant abstraction des mouvements respectifs des corps du 
système les uns à l'égard des autres, la rotation autour de chacun des trois 
axes des . r,y , z fournira, comme on Ta vu dans l'art. 8 de la seet. III de la 
I" partie, les expressions suivantes des variations Sx, Sy, Sz, 

S.r = zSa — ySç, Sy = xSq — :<î4' Sz=yS 4 — xSa, 


dans lesquelles £<p, Sa, S-\ sont les rotations élémentaires par rapport aux 
trois axes des z; y, x, et qui doivent demeurer arbitraires. 

Ces expressions sont générales pour les variations des coordonnées de tous 
les corps du système, et il ne s’agira que de les substituer dans la formule de 
l’art. 5 «le la section précédente, après avoir réduit toutes les variations a 
S.r, Sy , Sz, et d’égaler ensuite à zéro séparément les «piantités affectées des 
trois indéterminées Sz, Sa, S ■S.. 

On trouvera d'abord, comme dans l’article cité «le la première partie, «pie 
la variation S p devient nulle, et qu'ainsi les termes dus aux forces inté- 
rieures P du système ne renfermant pqint les variations 3p, Sa, $4’ m ' 
«humeront rien flans les équations dont il s’agit. On trouve aussi, comme on 
l'a vu dans le meme article, «pie la variation Sp est nulle lorsque la force P 
tend vers l'origine d«*s coordonnées, et qu'ainsi cette force n'entrera point 
dans les nu' mes équations. 

En faisant «loue simplement pour S.r, Sy, Sz les substitutions indiquées, 
après avoir changé les forces P, Q, II, etc., en X, Y, Z, comme ci-dessus 
(art. 2), on aura, relativement aux variations 8i p, Sa, S 4, l’équation 


S 


xr) 

Xz — Z.r) 

7, y - Yz)o'4 


i Z'I'X Xlt'z rj \ 

{ 7 ? - + - Xa “ Z ' r .) 

(y d'z—td'y 

V dt' 


<itp 

■ ] Sa j m = o ; 


et, comme les variations Sp, 34, Sa sont les mêmes pour tous les corps «lu 
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système, elles n’entreront pas sous le signe d’intégration S; de sorte qu’on 
aura les trois équations relatives à chacune de ces variations. 


S i x 

s 0 

*(r 


d'j _ _d'x 
dt' ^ ih' 





il' T 

~dF 



-+- zX - xZ] 


tl'z d'y 

dt' Z di' 


rZ 



ni — o, 
m = o, 
m — o. 


Les équations auront lieu à la fois lorsque le système aura la liberté de 
tourner autour de chacun des trois axes, c'est-à-dire toutes les fois que le 
système sera disposé de manière à pouvoir pirouetter librement en tout sens 
autour du point fixe qui est l'origine des coordonnées. 

Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu indépen- 
damment de l'action mutuelle des corps, de quelque manière que cette action 
puisse s’exercer, même par le choc mutuel des corps du système, comme 
dans l'art. 3, et par la même raison ; elles sont, de plus, indépendantes des 
forces qui tendraient vers le point lixe où est l’origine des coordonnées. 


8. Pour se former une idée plus nette de ces équations, on remarquera : 
i". Que les quantités x d'y — yd'x, ztP x — xd* z, y d* z — zd\y sont 
les différentielles de celles-ci, xdy — ydx, zdx — xdz,ydz — zdy, lesquelles 
représentent le double des secteurs élémentaires décrits par le corps ni sur le 
plan des x, y, des x, ; et des .y, ;, c'est-à-dire sur les plans perpendiculaires 
aux axes des z, des y et des x. En effet, si dans xdy — ydx on substitue 
pour x et y les valeurs pcosf, psinÿ, on a p*d<p double de l’aire comprise 
entre le rayon vecteur p et le rayon consécutif qui fait avec lui l’angle dtp; 

• 2 °. Que les quantités X, V , Z représentent les forces qui sollicitent chaque 
corps m, suivant les coordonnées x, y, ;, et vers leur origine, et qui résul- 
tent de toutes les forces P, Q, R, etc.., agissantes sur ce corps, suivant des 
directions quelconques (art. sect. Il), etqu’ainsi les quantités _yX — xY, 
xZ — z\, :Y — j Z expriment les moments dgs forces qui tendent à faire 
tourner les corps autour de chacun des trois axes des coordonnées z,y , x, 
en prenant le mot moment dans le sens ordinaire, pour le produit de la force 
et de la perpendiculaire menée sur sa direction. 
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». Si le système n’était animé par aucune force extérieure, ou s'il l'était 
seulement par des forces tendantes au point que nous avons pris pour l'ori- 
gine des coordonnées, les trois équations précédentes se réduiraient a 
celles-ci : 


1 xd’y — y d'x 

) 111 = 0, 

V «*’ , 

/ sd’x — xd'zy 

1 fn — n 

V ~dt* ; 

) 1,1 — u i 

(yd'z — zrl'y\ 

1 m = o. 

\ df • ) 


lesquelles, étant intégrées par rapport à la variable f, donneront, en prenant 
trois constantes arbitraires A, B, C, 


c (xdy — ydx\ 

V *' ) 

c ( idx — xdt\ 

V dt ’) 


m = C, 
m = B, 
m = A. 


(ies dernières équations renferment évidemment le principe des aires, dont 
nous avons j>arlé dans la première section. 


10. Il est à propos de remarquer que ces équations sont dans le cas de 
fart. 10 de la section précédente; de sorte qu'on y peut introduire trois 
nouvelles constantes arbitraires, parle changement des axes des coordonnées. 
Soient x' , y', z' les nouvelles coordonnées; on aura également 


S ( x’ty—X'àx' 

\ d, 

c l z'rlx' — x'riz’ 
\ d~ 

s 


) 

) 

) 


m = C', 
m = B'. 

m = A', 


le» quantités A', B', C' étant aussi des constantes arbitraires, mais différentes 
de A, B, C. 

Substituons maintenant dans l'expression xdy — ycLc les valeurs de x, y, 
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en x' , y' , z données dans l’article cité de la même section, on aura 

■i dy — ydx = (afi'- — fia') (x' dy' — y' dx') 

■y (ya — a?') (z dx' — x'dz',) -y (fiy' — yfi') (y'dz' — z'dy'). 

On trouvera de même, 

z d.c — xdz — (fia” — ai") (x' dy' — y' d.c') 

-y _ >a «) (z' dx ' — x'dz') -y (yfi"- fiy") (y'dz' - z'dy'), 
ydz — zdy =■ (a’ fi " — fi'*") (x' dy' — y' de') 

-y (y' a"- a' y") (z’ de’ - x'dz') -y (y’ fi"- fi' y") | y'dz'- z'dy'). 

Si l’on affecte tous les ternies de ces équations du sigpe S, après les avoir 
multipliées par m et divisées par dt, et qu’on y substitue à la place des inté- 
grales affectées de S, leurs valeurs A, B, G, A', B', C', on aura 

G = (a fi' — fia')C -y (ya — ay’) B' -y (fiy 1 — yfi’) A', 

B = (fia” - afi") C ■+- (ay" — ya") B' +- (yfi" - fiy") A', 

A = (a 1 fi"- fi'a")C + (y' a"- a'y")U -y (y'fi"-fi’y")\’. 

On peut réduire ces formules à une. expression plus simple, en observant que 

l’on a identiquement 

(afi'- fia')* -y (fia”- afi" )* -y (a' fi" -fi’ a")* 

= (a* -I- a'* -y a"*) (fi* y- fi'* H- fi"*)— («<3-4- a'fi' -h a"fi")*, 

quantité qui se réduit à l’unité, en vertu des équations de condition de 
l’art. lOde lasect. III de la 1" partie. On a, de plus, ees équations identiques: 

a(a'fi"— fi' a") -y *' (fia" — afi") +■ a"(afi'— fia') = o, 
fi(a’fi"- fi' a") -+- fi’(fi*T-*fi") -y fi” (afi'- fia') = o. 

Si donc on compare ces équations avec les trois équations de condition 

y* -y y'* -y y”* = \ , ay -+- a' y' -y a'y" — o, fiy -y fi'y' -y fi”y" = u, 

il est facile de conclure de cette comparaison qu’on aura 

d P — p CL z=zy y pot — orp = y , ai — pot = y . 
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I ,es quantités y, y', y" pourraient avoir également le signe — ; mais 
comme, flans la coïncidence des axes des af, y', z' avec ceux des .r, y, z, on 
doit avoir st = 1 , (3 = o, y = o, a' = o, fi' — t , y' = o, a" — o, fi" = o, 
y" — i (art. 1 1 , sect. III, partie I), cette condition ne peut avoir lieu qu'en 
prenant y" positivement, et par conséquent aussi y' et y. 

On trouvera, de la même manière, 

y <x — ot y = p, oty — ya = p , ya — ay = (3 , 

t r u U fi H fi U t A t ff . 

y fi — fi y = a, y fi — fiy — a , fiy — y fi — * ; 
de sorte que l’on aura 

A = «A’ -h filV -+- yC’, 

B = a’ A' ■+■ fi'h'-h y'G , 

C = «"A'-hjS'B' 

d'où l'on tire, par les équations de condition de l’art. 10 (sect. III, partie I I, 

A' = Aa -|- B a' -h Ca", 

B' — Afi -+- Bfi' + Cfi", 

C' = Ay -h B/ -+- Cy", 
et 

A'-h B*-t- C’= A'’+ B'* -+- C". 


Il résulte de cette dernière équation qu’on a, en général, 


[»( ît ï BÈ )-r + K' ± î fii )-r + [*(* ± î i4 )-r 

d’ou l’on peut conclure que la fonction 



— ydx 
W 


)mjV[ s (- 


rlx — xdz 
dt 


H^e- 



a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de la position 
des axes des coordonnées x, y, z dans l’espace, pourvu que ces coordon- 
nées soient rectangulaires entre elles. 
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il. Ces expressions de A, B, C, en A', B', C' qu’on vient de trouver, 
sont semblables à celles de j:,j, z en x', y', z de l’art. 9 de la section pré- 
cédente; par conséquent, si l’on prend x' — A', v'= B', z — C', on aura 
A = j:, B — y, C = s, et réciproquement x = A, y = B, z = C donnera 
A'= . 1 ;', B'= >•', C — z' ; c’est-à-dire que A, B,C et A', B', C’ seront deux 
systèmes de coordonnées qui répondent à un même point, le premier étant 
relatif aux axes des x, y, z, et le second aux axes des x', y', z' . 

< )n voit tout de suite par là qu’on peut faire A'= o. B' = o, en taisant 
passer l’axe des G' ou par le point auquel répondent les coordonnées 
A, B, C, et qu’ alors la coordonnée G' aura sa plus grande valeur égale à 
y/( A 2 -t- B’ -+- G 1 ). On aura, dans ce cas, 

A = yG', R = y'C, G = y"C\ 


et il est facile de voir que les coefficients y, y', y" ne seront autre chose que 
les cosinus des angles que la ligne C' fait avec les axes des A, B, G. 

Ainsi la résolution des équations 


u / x'dy'—y'tlx' \ . „ 

c ( z'dx'— x'dz'\ 
s ( — — ) m = °’ 

S { iii _ j m = o, 

donnera celle des équations 

H ,« )"" c s c • 
*{— S 2 *)— /<?, 


les quantités y, y', y" étant trois constantes telles «pie ■y 3 -)- > 3 -4- y 1 = i . 
et dont deux sont arbitraires. 

Le plan perpendiculaire à l’axe des G', lorsque G 3 devient un maximum, 
est celui que M. Laplace nomme plan invariable, et dont il a, le premier, 
démontré l’existence et la position. 

Mec. anal, I. 
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< lette position est facile à déterminer par les équations 


A = yC, K = y'C, C=y"C'; 

car, puisque les quantités y, y', y" sont les cosinus des angles que l'axe 
des C' ou z , qui est perpendiculaire au plan invariable, fait avec les axes des 
.r, y , z du système, en nommant ces angles /, m, «, on aura, à cause de 
<"= y/(A 3 -+- B’-t-G*), 




VI A’-e-B’-t-C’) 


cos n = 


v'( A’- 


c 

ÏÏ’ 


C) 


12. Si le système est libre, c’est-à-dire qu’il n'y ait aucun des points du 
système qui doive être fixe, on peut prendre l’origine, supposée fixe, des 
coordonnées J", y, z partout où l’on voudra; par conséquent, les propriétés 
des aires et des moments que nous venons de démontrer auront lieu par rap- 
port à un point fixe quelconque pris à volonté dans l’espace. 

Mais, par ce que nous avons démontré dans l'art. (>, ces mêmes propriétés 
auront lieu également par rapport au centre fie gravité de tout le système, 
soit que ce centre soit fixe ou non. En effet, si dans les trois équations de 
l'art. 7, on substitue pour x, y, z les quantités .r'-+- Ç, », z -+- £, en 
rapportant, comme dans l’art. 3, les coordonnées x’ , y ', z' au centre de 
gravité du système, et qu’on ait égard aux trois équations de ce dernier 
article, on aura ces transformées : 

S + * Y ~ ” X ) ,n = °> 
s(^ + ÇX-?z)m = o, 

s -+■ «Z - CY) n. = o, 

qui sont, comme l’on voit, semblables à celles de l’art. 7, et dont toute la 
différence consiste en ce qu'à la place des coordonnées .«, y, z partant d'un 
point fixe, il y a les coordonnées £ , », £, dont l’origine est dans le centre de 
gravité du système. 
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Ainsi, lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les intégrales 




ni = C, 
ni — B, 
ni = A , 


sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues à celles qué nous 
avons laites sur les équations de l'art. 9. 


13. Quand un des corps du système est retenu fixement par un obstacle 
quelconque, en plaçant dans ce corps l’origine des coordonnées, on a le cas 
de l’art. 7. Mais si deux corps du système sont supposés lixes, on regardera 
la ligne qui passe par ces deux corps comme un axe fixe autour duquel le 
système peut tourner librement, et prenant cet axe pour celui des coor- 
données 2 , on aura simplement, par le même article, 

iî.c — — ySç, S y = xS<p. 


S<t étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit demeurer 
indéterminée. On n’aura ainsi qu'une seule équation relative à cette varia- 
tion, <f<p, laquelle sera 


V 


•h' 


—y 


,ir 


p Y — y X ^ m — o; 


et lorsque le moment .rY — y\ des forces extérieures par rapport à l'axe 
de rotation est nul, on aura par l'intégration, comme dans l’art. 9, 


a lxày — ydx\ „ 

s (- SL sr— ) m==c > 

équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des a - , y per- 
pendiculaire à l’axe de rotation, et sur lequel les aires décrites |>ar les corps 
doivent être projetées. 

Si trois corps du système étaient supposés fixes, alors la position de chacun 
des autres corps dans l’espace serait déterminée par ses distances à ces trois 
corps, et il n'y aurait plus de variations indépendantes de la nature du sys- 

3a. 
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terne et de la disposition respective «les corps entre eux, «l'oii l’on pût 
déduire des équations générales pour le mouvement d’un système qnel- 
eoncpie. 

§111. — Propriétés relatives aux rotations produites par des forces 

d’ impulsion. 

14. Quand un système libre de tourner en tout sens autour d'un point fixe 
reçoit des impulsions «pielconques, on peut aussi employer, dans l'équation 
«le l’art. 1 1 de la section précédente, les expressions de Sx, Sy, Sz de l'art. 7. 
après avoir réduit à X, Y, Z les forces d'impulsion P, Q, II, etc. ; et, en éga- 
lant séparément à zéro les termes multipliés par les variations S<t>, Sa, <54. on 
aura les trois équations 

S [ m ( xy — yx) -f- xY — /XJ = o, 

S [m ( zx — xz) -+- sX — a ZJ = o, 

S f m ( yz — zy) -H/Z — : Y ] = o, 

pour le premier instant du mouvement produit par les impulsions Y, \ . Z. . 

Dans les systèmes «pii sont tout à fait libres, on peut prendre le point 
fixe partout où l'on veut dans l’espace, et les équations précédentes auront 
toujours lieu par rapport à ce point. 

15. Dans ces systèmes, on peut aussi rapporter leurs rotations à trois axes 
qui passent par le centre de gravité; car en faisant, comme dans l'art, o, 

Sx - S. r'-H <5 g, Sy = Sy' -y S > ., Sz = Sz' -H S 

les variations <5.r', Sy' , Sz donneront d’abord les trois équations relatives au 
mouvement du centre de gravité trouvées dans ce même article. 

11 restera ensuite l’équation 

S J (ma? -i- X) S£ -h (m/ -h \ ) Su -h (nu -h Z) S£ j = o. 

Or, en rapportant les rotations Sif,, Sa, Stp aux axes des coordonnées £, x, £, 
et n’ayant égard cju’ii ces rotations, on a, comme dans l’art. 7, 

SI; = ÇSa — nSip, Sn — %S<ç — ÇSsf., SÇ=nSsf . — %Sa, 
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et les trois variations indéterminées W, <îa>, S<p donneront les trois équations 


S | m (Ç>- — »x) -+- £Y — »X j — o, 
S[m(£r-gz)+ÇX- ÇZ] = o, 

S f m ( » z — £r) -+- »Z — O I = °- 

Mais x = jc'-h- Ç, y =.y'-t- », z = z'-t- Ç; donc, substituant ces valeurs, 
faisant sortir bois du signe S les quantités x',y’, z , qui ne se rapportent 
qu’au centre de gravité, et observant que par les propriétés de ce l'entre on a 


SmÇ = o, Sinii = o, Sm£=o, 

les trois équations précédentes deviendront 

S[m(Ç»-»g) -t- ÇY — »XJ = o, 
Sfm(Ç?-|Ô-HÇX-?Z]=o, 

S|m (»£-£») -H»Z — CY] = o, 

qui sont tout à fait semblables à celles de l’article précédent, et dans les- 
quelles les coordonnées £, », £ ont leur origine au centre de gravité, et les 
vitesses £, », £ sont relatives à ce centre. 

Ainsi les équations relatives à un point lixe, subsistent aussi, lorsque le 
système est libre, par rapport à son centre de gravité. 

Iti. f,es équations que nous venons de trouver pour l'effet des impulsions 
dans le premier instant, ont lieu aussi dans les instants suivants, s’il n'y a 
point de forces accélératrices, en regardant comme constants les termes qui 
dépendent des impulsions X, Y, Z; car x, y, z étant les vitesses parallèle- 
ment aux axes des x, y, z, on a i/x = xdt, dy = ydt, dz — zdt , et les 
équations de l’art. 9 deviennent 

Sm (xy —yx) = C, 

Sm (zx — xz) — B, 

Sm (yz — zy) — A, 
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lesquelles, étant comparées à celles de l’art. H, donnent 

C = S{/X— xY), 

B = S(xZ — 2 X), 

A = S (s Y — /Z). 

Ainsi on a les valeurs des constantes A, B, C exprimées par les impulsions 
primitives données à chaque corps ; et l'on voit que ces valeurs ne sont autre 
chose «pie les sommes des moments de ces impulsions, par rapport aux axes 
des .r, des y et des z. 

Il en sera de même des équations relatives au centre de gravité, en com- 
parant les équations de l'art. 12 avec celles de l'art, la. 

17. Si l'on ne considère que les mouvements de rotation par rapport 
aux trois axes des coordonnées x, /, z, et qu'on désigne par 4, ", Q les 
vitesses de ces rotations, les variations Sx, Sy, Sz seront proportionnelles aux 
vitesses .r, y, z, et les variations é4> ^"> <5? seront en même temps propor- 
tionnelles aux vitesses 4, ", Ç , les formules de l'art. 7 donneront ainsi 

,r = za — yp, y — ,rç — s^f, z=/4 — x®. 

lies valeurs de x, y, z ne sont que les parties qui dépendent des trois rota- 
tions; pour avoir les valeurs complètes îles vraies vitesses x, y, z, il faut v 
ajouter les parties qui dépendent du changement de situation des corps du 
système entre eux, et qui sont indépendantes des rotations. 

Mais lorsque le système est invariable, ce qui a lieu dans tous les corps 
solides d'une ligure quelconque, ces parties des vitesses sont milles, et 
les valeurs de .r, y, z se réduisent simplement à celles que nous venons 
de donner. On pourra donc substituer ces valeurs dans les équations 
précédentes, et faisant sortir hors du signe S les quantités 4> ", P, on aura, 
pour un solide de figure quelconque, en mettant l'élément Dm à la place 
de m (art. 7, section précédente), les équations 

$S{.r’ -t-y*) Dm — 4^X2 Dm — «S/zDm = Ci, 

"S (.r 5 -+■ z 1 ) Dm — 4 Sx/ Dm — ipS/zDm = B, 

4S(r* -t- ; s ) Dm — a. Su/ Dm — $SxzDiu = A, 
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a 5 ô 

pur lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations initiales u, «. 
produites par les impulsions X, Y, Z appliquées à des points quelconques 
du corps, et dont les moments, par rapport aux axes des .r, y, z, sont A , B, C. 

Comme les vitesses de rotation sont proi>ortionnelles aux angles infiniment 
petits, décrits en même temps par les rotations respectives, il s’ensuit de ce' 
qu'on a démontré dans la sect. III de la I™ partie (art. I l), que les trois 
vitesses -j, «■>, 9 se composent en une seule vitesse 9, telle que 

9 = \/ (sJ.* -+- o)' -+- ® 5 ) , 

avec laquelle le corps tournera réellement autour d’un axe instantané, tai- 
sant, avec les axes des x, y, s, des angles A, u , r, tels que 

il w o 

cos A = t > cos u = — > cos r = i • 

0 6 0 

Ainsi les trois équations précédentes donneront la position de l'axe autour 
duquel le corps tournera dans le premier instant, et la vitesse de rotation 
autour de cet axe. C’est celui qu’on appelle axe spontané de rotation. 

18. Dans les instants suivants, le corps continuera à tourner par sa force 
d’inertie, et les trois équations qu’on vient de trouver auront encore lieu, 
en regardant comme constants les termes qui contiennent les forces d'impul- 
sion X, Y, Z, comme on l’a vu dans l’art. 16; mais les quantités S(.r J -|- y 3 ) Dm, 
SayDni, etc. , deviendront variables à raison de la variation des coordonnées 
.r, y, s pendant la rotation. 

Mais une conséquence remarquable qu’on tire de ces équations, c’est que, 
dans un instant quelconque, le corps a le même mouvement de rotation qu’il 
recevrait dans cet instant par l’impulsion des mêmes forces qui l'ont mis d’a- 
bord en mouvement, si ces forces lui étaient appliquées de manière à pro- 
duire les mêmes moments autour des axes des x, y, z. 

Ht comme ces équations ne sont que les équations générales de l’art. 16, 
pour un système quelconque de corps, appliquées à un corps solide de figure 
quelconque, il s’ensuit que si le système qui a reçu des impulsions primitives 
devient, par l’action mutuelle et successive des corps, un système invariable 
ou un solide quelconque, les mêmes équations auront encore lieu; de sorte 
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que le solide aura a chaque instant le meme mouvement de rotation qu'il rece- 
vrait par les mêmes impulsions primitives, si elles lui étaient appliquées 
immédiatement de manière à produire les mêmes moments. 

Donc aussi une masse fluide, agitée primitivement par des forces quelcon- 
•ques, abandonnée ensuite à elle-même, et devenue solide par l’attraction 
mutuelle de ses parties, aura, à chaque instant, le même mouvement de rota- 
tion que les forces primitives lui imprimeraient si elles agissaient de la même 
manière sur la masse solide. 

lit. Fais trois équations de l’art. 17 donneront les valeurs des moments 
A, B, G de toutes les forces primitives, en connaissant la position instantanée 
du corps et ses trois vitesses de rotation 4, “> <P, par rapport aux axes lixes 
des x, v, z, ou la vitesse composée 6 autour de l'axe instantané, avec les 
angles A, m, r, de cet axe avec les axes lixes des x, f, z; et réciproquement, 
ayant ces moments, on pourra en déduire les valeurs des vitesses de rotation . 

On voit aussi par ces équations que les moments seront nuis si les vitesses 
sont milles ; mais les moments étant supposés nuis, il ne s'ensuit pas évidem- 
ment que les vitesses de rotation doivent être nulles. Car, en faisant A = o, 
B = o, C = o, on a trois équations linéaires entre 4< w, <p; et il faudrait 
prouver que ces trois équations ne peuvent pas subsister ensemble, à moins 
de supposer 4 = o, '■* = o, 9 = o. 

lin éliminant deux de ces inconnues, on a une équation qui donne la troi- 
sième inconnue nulle ou arbitraire, mais avec la condition 

S ( x 1 H~y) Dm x S (x 1 -t- :')Dm x S (y -+- z 1 ) Dm 

= S ( x 5 -h y 7 ) Dm x ( S.ryD m) J -+- S (x* -+- :’)Dm x (SxzDm)’ 

S (y 4 - z’) Dm x (Sjcl)m) s -t- aSxy Dm x S.rzDm x Sr:Dm ; 

et il làudrait prouver que cette condition est impossible à remplir, ce qui 
parait très-difficile (*). Mais nous démontrerons plus bas (art. 31) que, 
lorsque les moments sont nuis, toute rotation s'évanouit aussi. 


(*) Nous donnons à la fin du volume la démonstration de ce théorème, qui n'olïre pas, à beau- 
«oup près, la difficulté que Lagrange semble lui attribuer. M. Binet en a publié une depuis longtemps 
dans le Bulletin de la Société Philomatique. [J. Bertrand .) 
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D’où nous pouvons rl’abord conclure qu’il est impossible qu’un système 
de points isolés, ou une masse fluide quelconque, puisse former un corps 
solide qui ait un mouvement de rotation, à moins que les impulsions primi- 
tives n'aient été telles, qu’il en soit résulté un moment par rapport à l’axe de 
cette rotation. , 

20 . Par les transformations exposées dans l’art. 10 , on peut changer les 
trois équations de l’art. 17 en des équations semblables, dans lesquelles les 
quantités x, y, z, A, B, C soient remplacées par les quantités analogues .r', 

/, Z, A', B', C'. 

Désignons par 4', <p' les vitesses de rotation par rapport aux nouveaux 

axes des .r', y' , z', on aura aussi : 

d. r'= x' dt = ( z ta — dt, 
dy ' = y’ dt = ( x'ç' — z'4') dt, 
tlz = z dt = (y'4 ' — .r'a /)dt, 

et les trois premières équations de l’art. 10 deviendront, par ces substitu- 
tions, en changeant m en Dm, 

®' S (.r' 1 -+- y*)Dm — 4 , S' r,=, ^m — «'Sr’z’Dm = G', 
ta S ( z 1 ’ ■+■ jr' 1 ) Dm — 4 , * ; '-t' , / , Dm — $'S v'z'Dm = B', 
z ,, )Üm — w'Sx'y'Dm — j'Sx'z'Dm = A’, 
dans lesquelles on aura, par le même article, 

A' — A a -t- B»' -+- (\a“ , 

B' = A|3 -+- Bp' — t— CjS', 

C'= 

(les équations ont l’avantage que la position des axes de rotation y est 
entièrement arbitraire, puisqu'elle ne dépend que des quantités », (5, y. 
a! etc. ; et, comme elles ne sont que du premier ordre, rien n’empêche de 
donner à ces axes une position différente d'nn instant à l'autre, et de les 
prendre de manière qu'ils soient fixes dans f intérieur du corps, et, par con- 
séquent, mobiles avec lui dans l'espace. Alors les quantités S (a? * +/ J )Din, 
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Sx'y'Dm, etc., deviendront constantes; mais les quantités A', B'. C' seront 
variables, à cause de la variabilité des quantités a, fi, y, a', etc. Nous don- 
nerons dans la suite des moyens directs de parvenir à ces équations, qui sont 
d'une grande utilité dans le problème de la rotation des corps. 

21. On a vu dans l’art. 16 que les constantes A, B, C expriment les 
sommes des moments des impulsions primitives données aux corps, relative- 
ment aux axes des x, y, z. Or il est facile de prouver que les quantités a, 
a', a" représentent les cosinus des angles que l'axe des x‘ fait avec les axes 
des x, y, z; que les quantités ,5-, ,3', ,5'’ représentent les cosinus des angles 
que l’axe desjp' fait avec les mêmes axes des x, y, z, et que les quantités y, 
y\-y" représentent les cosinus des angles que l’axe des z' fait avec ces mêmes 
axes. Donc, par ce qu’on a démontré dans la première partie sur la compo- 
sition des moments (sect. III, art. 16), les trois quantités A', B', C' seront 
les moments des mêmes impulsions rapportés aux axes des x', y' , z', c’est-à- 
dire aux axes de rotation lixes dans le corps et mobiles dans l'espace. Ainsi 
on pourra appliquer à ces axes les mêmes conclusions qu’on a trouvées dans 
l’art. 19. 

IV. — Propriétés des axes fixes de rotation d'un corps libre de figure 

quelconque. 

22. Nous réservons pour un chapitre particulier la solution complète du 
problème général de la rotation d’un corps solide de figure quelconque; nous 
allons seulement examiner ici le cas où l’axe instantané de rotation demeure 
immobile dans l’espace, ou au moins toujours parallèle à lui-même lorsque 
le corps a un mouvement progressif, parce que ce cas se résout facilement 
par les formules du paragraphe précédent, et qu’il conduit aux belles pro- 
priétés des axes qu'on nomme principaux, ou axes naturels de rotation. 

Reprenons les équations fondamentales de l’art. 17 ; faisons, pour 
abréger, 

I = S.t’Dm, m = S/'Din, « = Sz’Dni, 
f — SysDm, g = SxzDm, h — SxyDni, 

et substituons pour 4* ", <P leurs valeurs 9 cos A, 9 cos u, 9 cos r, 9 étant la 
vitesse de rotation autour de l’axe instantané qui fait les angles X, u, i avec 
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les axes fixes des z ; ces équations deviendront ainsi, en les divisant par 5, 

(ni -+- «) cos A — h cos n — g cos » =■. j , 

1 » 

(i -4- n) COS U — h COS A — f COS » — 4 - 1 

G 

(/ -+- m) cos y — g cos A — ./' cos /a = 


23. Les six quantités /, wi, n, f, g , h sont variables; en les différen- 
tiant, substituant pour djc, dy, dz les ([liant i tés xdt, ydt , zdl, et, ensuite, 
pour r, y, z leurs valeurs (article cité), on aura 

éU = n (gcos u — hcasy)9dt, 

dm = 2 ( h cos y — y cos A) Ûdt, 

du = a (/' cos A — gcas/u)9dt, 

df — [{m — n) cos A - 4 - g cos y — h cos u j 9dt, 

dg — [(« — / ) cos u -h h cos A — y cos > j 9dt, 

dh = [( / — ni) cos y -t- J'cosu — g cos A | èdt. 

Les six équations, jointes aux trois de l’article précédent, renferment la 
solution générale; mais nous ne considérons ici que le cas où les angles A, 
u, p demeurent invariables, et il s’agit de voir sous quelles conditions ces 
quantités peuvent être constantes. 

24. Pour cela, il n'y a qu’à différentier les trois premières équations dans 
cette supposition , et y substituer les valeurs des différentielles dl, dm, etc. ; 
on aura, après avoir divisé par 9dt, ces trois-ci : 

y I cos P 3 — COS /U 1 ) — g cos A cos U -h II cos A COS P 

/i A iiè 

(ni — n) cos u cos » = — tj x -y t » 

, /'cos A cos U -h g (cos A’ — cos r* ) — Il COS M COS P 

-+-(/! — l ) cos A cos y = — ^ x i 

— /’ cos A cos y g cos ,u cos y -f- À (cos u 1 — cos A* ) 

. , , C dL , 

-+- ( / — ni) cos A COSM = — ^ X y t ■ 

33. 
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Si l'on ajoute ces trois équations ensemble, après avoir multiplié la pre- 
mière par cos A, la deuxième par cos u, la troisième par cos » , on a l'équation 


AcosX -4- Bcosft-+- Ccotv rfS 

- _ ■ — X ~j~ i 

e* tit 


laquelle donne 


dQ — o, ou bien A cos A -h B cos «+C cos » = o. 

Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité 

B<a -f- (j ç, 

qui est la même chose que 

(A cosA -t- Bcosu ■+• Ccos»)9, 

exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais être nulle tant que le 
corps est en mouvement. 

Il faut donc supposer en général dQ = o, et, par conséquent, la vitesse 
de rotation 9 constante. Alors les trois équations ci-dessus se réduisent à 
deux, qui donnent les rapports des cos A, cos u, cos ► ; et comme on a 

cos A’ -+■ cos «* -4- cos v 2 = i , 
ees rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus. 

23. Supposons 


les trois équations précédentes deviendront, à cause de dè = o, 

f (« 3 — j 3 ) — gs -(- hu -f- (ni — n ) su = o, 
g( t — u 1 ) — hsu -4- (n — l )u = o, 

h {s' — i ) -+- gsu — fu -t-(^ — — o. 


I .a dernière donne 


h(s ’ — i) 4- (l — m)j 

~ f-~s‘ ; 


cette valeur étant substituée dans la première ou dans la seconde, ou plutôt 


Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. — I.A DYNAMIQUE. «(il 

dans la somme de ces deux, après avoir multiplié l’une par g et l’autre 
par f, pour en chasser !’«*, on a 

• [gh(m-n)+f( g *~h')]s>' 

-+- \g{l — m) (m — n) -hjh (n — a/ -t- m) -h g (g 2 -i- h‘ — a/*)]*’ 
-t- \f{l — m) (m — n) - 1 - gh{n — w+ /) -h/if* ■+■ A ! — »$*)].» 
-t-/ft(/-«) + fr(/*-A 1 )=o. 

Cette équation étant du troisième degré, aura nécessairement une racine 
réelle; ainsi on aura une valeur de s et une valeur correspondante de «, 
par le moyen desquelles on pourra déterminer la position d'un axe invariable 
et de rotation uniforme. Mais comme cette détermination dépend des quan- 
tités /, m, n,f, g, h, qui varient avec le temps t, il faut encore prouver que 
la variabilité de ces quantités n’inllue point sur la valeur des deux quantités 
s et u. 


26. Pour y parvenir, nommons P, Q, Il les premiers membres des trois 
équations de l’art. 22; les premiers membres des équations de l’art. 24 

seront en v mettant pour dl, dm, etc., leurs valeurs. Or il 

est facile de voir qu’on a, par la substitution de ces mêmes valeurs, 

rfP = (R cos n — Q cos r)Qdt, 
f/Q=(Pcos» — RcosA)ô dt, 

</R = (QcosA — P cos u)9dt. 

D’après ces équations, dans lesquelles A, /u., v et f) sont des quantités con- 
stantes, il est facile de voir que si les valeurs de ^ i ^5 sont nulles 

lorsque l — o, ou t =. à une quantité quelconque donnée, celles de 

«CP d ' Q «CR , «CP «CQ «CR ... ... . 

rjjt ' -jfT’ oe -gjï-, et ainsi de suite a 1 infini, seront aussi 

milles pour la même valeur de t. 

Or on sait, par le théorème de Taylor, que la valeur d’une fonction 
rie t, lorsque t devient t -+■ t r , devient en même temps 


dP 

dt 


«CP , 
dt' 1 ' 


«CP 
ndt * 


c’-t- 


d ' P 


i.'idt 
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Donc, si ~ = o lorsque t'= o, on aura toujours ^ = o. quel que soit t 1 . 

Kt la même chose aura lieu pour les valeurs de et • 

Il s’ensuit de là que si les équations de l’art. 25, qui ne sont que les 
transformées «les équations = o, ^ = o, ^ = o, ont lieu dans un 

instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit le temps t, dans l’hypo- 
thèse <les quantités s et n constantes. Par conséquent, les valeurs de ces 
quantités seront indépendantes de la variabilité des quantités /, m, n,/, g, h ; 
de sorte qu’il suffira de déterminer les valeurs de ces dernières quantités 
pour une position quelconque du corps à l’égard des axes fixes des .t - , y, z, 
pour avoir celles des quantités s et u qui déterminent la position de l’axe 
île rotation, lequel doit demeurer immobile dans l’espace, ou du moins tou- 
jours parallèle à lui-même, si le corps a un mouvement progressif. 

Kt comme cet axe, par sa nature, est fixe dans l’intérieur du corps pen- 
dant un instant, puisque le corps est censé tourner autour de lui, il s'ensuit 
qu’il y doit toujours demeurer fixe; car il est évident que si, dans l'instant 
suivant, il changeait de place dans le corps, il changerait nécessairement de 
place dans l’espace; ce qui est contre l'hypothèse. 

27. Ayant trouvé la position de cet axe dans l’espace, rien n'empêche 
de supposer qu’il coïncide avec l'axe des x dont la position est arbitraire. 

On pourra ainsi supposer A = o, et, par conséquent, cos A = i , ce qui 
donnera s = o et u = o. De là on trouve, par les équations de l'art. 25, 
g = o, h — o. Ainsi cet axe a la propriété qu'en le prenant pour l’axe desx, 
les valeurs des deux intégrales SxrDm, Sx; Dm (art. 22) deviennent nulles. 

Supposons maintenant dans nos formules g = o, h = o, et désignons 
par f , m 1 , n' , ce que deviennent les quantités f, l, m , n dans ce cas. 

Cette supposition donne d’abord s — o et u = o, c’est le cas précédent; 
ensuite elle donne aussi s et u infinis, et, par conséquent, cos A = o, 
A = 90 °; cette valeur répond aux deux autres racines de l’équation en s du 
troisième degré, et, par conséquent, à la position des deux autres axes. Or la 
première des équations en s et u (art. 25) devient, lorsque g et h sont nuis, 

/'(«’— f") -I- (m'— n') su = o, 
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et substituant pour s et u leurs valeurs, 

f (cos — cos u*) -+- (ni' — n') cos u eos v = o ; 

mais en faisant cos A = o dans cos A’ -t- cos u 1 -+- cos v 1 = i , on a 

cos » = y/ ( i — cos u 1 ) = sin u ; 

et l’équation précédente se réduit à celle-ci : 

» »/* 
tan S = ,7CT’ 

laquelle donne pour l’angle ,u deux valeurs dont l'une surpasse l'autre 
de 90 degrés. 

Ainsi ayant pris l’axe des X dans le premier axe de rotation, les deux 
autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des y et z, et feront avec 
l'axe des y les angles u et u -+- go°, de manière que les trois axes de cota- 
tion seront rectangulaires entre eux, comme ceux des coordonnées. Un 
pourra donc prendre aussi ces deux derniers axes pour ceux des v et s; l'on 
aura alors u — o, et, par conséquent, f — o; de sorte que la valeur de 
l’intégrale SyzDm sera aussi nulle. 

‘28. Il existe donc pour chaque corps solide, quelle que soit sa figure et 
sa constitution, et par rapport à un point quelconque du corps, trois axes 
rectangulaires qui se coupent dans ce point, autour desquels le corps peut 
tourner librement et uniformément; et ces trois axes sont déterminés par les 
conditions suivantes: 

S.ryDm = o, S .ri Dm = o, SrzDm = o, 

en prenant ces axes pour ceux des coordonnées x, jr, z. 

Lorsque ces axes passent par le centre de gravité, on les nomme axes 
principaux, d’après Euler, à qui on en doit la connaissance; on les nomme 
aussi axes naturels de rotation, ou, en général, axes principaux, soit qu’ils 
passent par le centre de gravité ou non. 

'29. En faisant f — o, g — o, h = o, ce qui a lieu par rapport aux trois 
axes principaux, on a aussi, par les équations de l'art. 25, 

dl dm dn 

Jt °’ 77F °’ 77F = ü ’ 
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ce (jui lait voir que les <]uantités /, ni, n sont alors les plus grandes ou les 
plus petites. Pour pouvoir distinguer les maxima et les minima, il n’y aura 

qu'à chercher les valeurs de -jjr > ~ ^ » et l’on trouvera, à cause de 6 
constante, 

= u [(« — /) cos u" — (l — m) cos r 3 1 9 ' . 

“* = a[(/ — w/)cos» ! — (m — /DcosV |$ J , 

= a [(m — n \ eos A 2 — (n — l) cos u 3 (fl 1 . 

floue, si / > m, m > n, la valeur de sera toujours négative, celle de ” 
toujours positive, et celle de pourra être positive ou négative; par 

conséquent, / sera toujours un maximum, n un minimum, et m ne sera ni 

r • r * cv -, • d’I-hd'm . 4 . 

I un ni loutre. Un voit aussi que /f , aura toujours une valeur nega- 

. il’ m -f- d'n , . . , . , 

tive, et /t , aura toujours une valeur positive; de sorte que la quan- 

tité- I m sera toujours un maximum, et m -+- n un minimum. 

las quantités / -f • m, I -f- n, m -)- n, qui expriment les sommes «les pro- 
duits de chaque molécule du corps par le carré de sa distance aux trois axes 
«les z, y, x, se nomment, d’après Euler, moments d'inertie du corps relati- 
vement à ces axes; ils sont pour le mouvement de rotation ce que les simples 
niasses sont pour le mouvement progressif, puisque c’est par ces moments 
qu’il faut diviser les moments des forces d’impulsion, pour avoir les vitesses 
de rotation autour des mêmes axes. 

.C’est par la considération «ies plus grands et des plus jietits moments 
«l’inertie, qu’Euler a trouvé les axes principaux; maintenant, on les déter- 
mine ordinairement par les trois conditions * 

S.rvDm=o, S.rzl)m = o, SrzDm = o. 

50. Puisqu’on est assuré, par l’analyse de l’art. î£7, «pie l'équation en .»■ 
(art. *23) n ses trois racines réelles, il sera toujours facile de les trouver, eu 
comparant cette équation dégagée de son second terme, avec l’équation 
connue 

.»•’ — '3r*x — : tr 1 costp = o, 
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dont les trois racines sont 

6o"-(-|y — arcos 

On aura ainsi les trois valeurs de s que nous désignerons par s, s', s" , et les 
valeurs correspondantes u, u\ u". Et si l’on désigne de même par A, A', a' 
les angles que les trois axes principaux font avec Taxe des x, par u, u', u" 
les angles qu’ils font avec l’axe des y, et par r, v', v" ceux que ces mêmes 
axes font avec l’axe des s, on aura, par les art. 24 et 25, 


->. r cos ? > 


— a /■ cos 



COS A = 

V I 4 -5*-fr- U* 

COS U = 

s 

v'i -(-**-+- u* 

cosr == 

u 

yi -hs'-t-u' 


et l’on aura des expressions semblables en marquant les lettres A, u, r, s, u 
d’un trait, ou de deux. Ainsi la détermination des trois axes principaux 
pourra toujours s’effectuer par ces formules dans tout corps solide de figure 
quelconque, homogène ou non, pourvu qu’on connaisse les valeurs des 
quantités f, g, h, /, m, n pour une position quelconque donnée du corps, 
relativement aux axes fixes des x, y, z. 

En substituant ces valeurs de cos A, cos u, cos » dans les trois équations 
de l’art. 22, on aura les valeurs des moments A, 15, C qui seront nécessaires 
pour faire tourner les corps avee une vitesse constante donnée 0, autour 
d’un axe fixe dans l’espace, dont la position sera donnée par les mêmes 
angles A, u, r, et qui sera en même temps un des trois axes principaux du 
corps, selon qu’on prendra pour s et u l’une des trois racines de l’équation 
en s. 


31. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre eux, on 
pourra les prendre pour les axes des x\ y’ , z' dans les formules de l’art. 20. 
On aura ainsi, par la nature de ces axes, 

Sr'y'Dm = o, S.r'z'Dm=o, Sy'z'Dm = o; 
et si l’on fait 

l 1 =Sx'*Dm, m =z Sj'*Dm, n = Sz’ 1 Dm, 

Aféc. anal. I. 3i 
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les trois équations de l'article cité prendront cette forme très-simple 

K+- n') 4'= A', 

(/' +/«')<"' = B', 

(/' H- /»')*'= C\ 

par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation 4\ *•> autour des 
trois axes principaux. 

C’est ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons indiquée dans 
l’art. 19. En effet, en faisant A =o, B=o, C= o, on aura aussi (art. *20) 
A'= o, B' = o, C'= o; donc, les équations précédentes donneront 4'~ °, 
ce’— o, ®' = o, puisque les quantités /, m, n ne peuvent jamais être milles 
pour un corps de trois dimensions. D’où l’on doit conclure qu’il ne peut y 
avoir de mouvement de rotation si les moments primitifs sont nuis. 

Quand, parmi les trois moments A\ B', C’, deux sont nuis, comme B' et C', 
ce qui à lieu lorsrpie l’impulsion se fait dans le plan îles y’ z', les deux vitesses 
île rotation u, ® seront aussi milles, et le corps tournera autour de l’axe prin- 
cipal des x' avec la vitesse 4'- Or, par les formules de l’art. 20, on a 

A'* -+- B' 1 +*C” = A’ -h B a -t- C\ 

a cause des équations de condition entre les quantités a, p, y, a’, etc. : doue, 
faisant B'= o, C! = o, on aura 

à'=v'(â î TbnTc î ), 

et, par conséquent, constante; donc, par la première équation, la vitesse 4' 
sera aussi constante. 

32. A l’égard des valeurs de /', m', n ' , il sera facile de les déduire de 
celles de l, m, n,J\ g , h ; car les expressions de x,y, z en x',y', z', en vertu 
des équations de condition (art. 10, sect. III, I re partie), donnent récipro- 
quement 

x' = ax -H a.' y a" z, 

y' = px+ p'y + p'z, 
z’= yx -t- y' y -+■ y" z. 
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Or, en prenant les axes des .r', y' , z pour les axes principaux, on voit, 
par l'art. 21 , que les quantités a, a , «"‘sont identiques avec eosA, cos a, 
cos f, et que, pareillement, |3, ,3', J3* seront identiques avec cos a' , cosu', 
cos y', et y, y', y" avec cos A , cos t* , cosr". Ainsi, en substituant les valeurs 
de ces cosinus données ci-dessus (art. 30), on aura 


.a _ J -t- *r -*• 

■V i -t- r* 4- »• 

/ x + s 'y +u't 

y i + s'* -y- 

m i x + s’jr-i-u": _ 

" _ V “TT^ T'ii " 5 ’ 

d’où l'on tirera, en carrant et intégrant, après avoir multiplié par Dm, 


/ 


i/ / -4- i'di -t- «*« + ji 4 + iiij + 


■ -f- -* -t- U 


_ / + )"m ■+■ «'* n -+- ts'h -t- lu'fi -t- ts'u'J 

i +. 

< ! + .i H, ni -h u n n + is”h+- a u" g + a s’u’J' 

11 ~ , 


On trouve dans la plupart des Traités de Mécanique la détermination des 
axes principaux dans différents corps; dans ceux dont la forme est symé- 
trique, l’axe de figure est toujours un des axes principaux : on peut trouver 
ensuite les deux autres par la formule de l’art. 27. 


$ V. — Propriétés relatives aux forces vives. 

33. Fn général, de quelque manière que les différents corps qui com- 
posent un système soient disposés ou liés entre eux, pourvu que cette dispo- 
sition soit indépendante du temps, c’est-à-dire que les équations de condition 
enti-e les coordonnées dis différents corps ne renferment point la variable t, 
il est clair qu’on pourra toujours, dans la formule générale de la Dynamique, 
supposer les variations Sx, Sr, Sz égales aux différentielles dv, dr, dz, qui 
représentent les espaces effectifs parcourus par les corps dans l’instant dt, 
tandis que les variations dont nous parlons doivent représenter les espaces 
quelconques que les corps pourraient parcourir dans le même instant, eu 
égard à leur disposition mutuelle. 

H- 
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Cette supposition n’est que particulière, et ne peut fournir, par consé- 
quent, qu’une seule équation ; niais étant indépendante de la forme du sys- 
tème, elle a l'avantage de donner une équation générale pour le mouvement 
de quelque système que ce soit. 

Substituant donc dans la formule de l'art. 5 (section précédente), à la 
place des variations Sy, Sz, les différentielles <L r, dy, dz, et, par consé- 
quent aussi, les différentielles dp, d<j, dr, etc.*, au lieu des variations Sp, Sq, 
Sr, etc., qui dépendent de S'x, $y, <Tî, on aura cette équation générale pour 
quelque système de corps que ce soit, 

S ( dxd'x+dyd'y^-dzd'z + P( ^ +Q ^ + R(fr + .\ msss o. 

34. Dans le cas où la quantité P dp -1- Q dq -4- Rrfr ... est intégrable, 
lequel a lieu lorsque les forces P, Q, R, etc., tendent à des centres fixes ou 
à des corps du même système, et sont fonctions des distances p, q, r, etc., 
en faisant 

P dp -+- Qdq - 4 - Rdr = tÉIT, 


l'équation précédente devient 


s ( 

dont l'intégrale est 


dxd'x - 4 - dyd’y + dzd' z 
dt' 


m = o, 


[ dx' -4- dy' -+- dz' 

V td? 


n), 


H, 


dans laquelle H désigne une constante arbitraire, égale à la valeur du pre- 
mier membre de l'équation dans un instant donné. 

Cette dernière équation renferme le principe connu sous le nom de Con- 
servation des forces vives. En effet, de' - 4 - dy' - 4 - dz' étant le carré de l’espace 

dx'- 1 - dr'- 4- dz 


que le corps parcourt dans l'instant dt, '■ 


dy'- 

dt' 


vitesse, et 


dx ' + d\ ’ - 4 - dz' 

~d? 


m sa force vive. Donc 


c {dx'+dy' 
’ 0 V dt'' 


sera le carré de sa 

dz' 


m sera 


la sonune des forces vives de tous les corps, ou la force vive de tout le sys- 
tème ; et l’on voit, par l’équation dont il s'agit, que cette force vive est égale 
à la quantité a H — aStlm, laquelle dépend simplement des forces accélé- 
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ratrices qui agissent sur les corps, et nullement de leur liaison mutuelle, de 
sorte que la force vive du système est à chaque instant la même que les corps 
auraient acquise si, étant animés par les mêmes puissances, ils s'étaient mus 
librement chacun sur la ligne qu’il a décrite. C’est ce qui a fait donner le nom 
de Conservation des forces vives à cette propriété du mouvement. 


3 ;». Ce principe a lieu aussi lorsqu’on rapporte les mouvements des corps 
à leur centre de gravité; car, en nommant comme ci-dessus (art. 3 ), .»•' , y ' , z 
les trois coordonnées du centre de gravité, et faisant x = x ' -H %, y=y r 4- a, 
; = s' -+- £, les coordonnées Ç -, h, £ auront leur origine dans le centre de 
gravité. On aura ainsi 


C / <£r* -t- dy' 4 - riz' \ 

\ a dt’ / 1 


<lx ' -I- dy' •+■ dz c 

— - j-* — ■ — - Sm 

a dt' 


dx'^dt 


dy' c dr, 

ir s di m 


— s ÿm 

dt dt 


S rlt -'+ dr '-*-dÇ 


%dt ' 


Par la nature du centre de gravité, on a (article cité) 


e d\ 

S^m=o, 




ni = o. 


Donc l’équation précédente étant différentiée et retranchée de celle de 
l’art. 33 , on aura 


dx'd'x’-b rfy-*- dz'd'z" c c / +dr 4 d' r, + dÇd'Ç 
dt » bn» 4 - h , 

-I- S (Vdp -+- Q dq + Rrfr + ...)m = o. 


Mettons à la place de P dp 4- Q tlrj 4- Rf/r + ..., la quantité équivalente 
X de 4- Y dy 4- Z dz, et substituons pour dx, dy, dz les valeurs d. r' 4- d%, 
dy' 4- du, dz' - f- df, la dernière équation se réduira, en vertu des équations 
différentielles de l’art. 3 , à celle-ci : 


../ dtd't + dr,d\-t- d$d'Ç\ c , v 

■ " -gr - — — jni4- S(Xrfg 


Y du 4- Zcl£)m = o. 


qui est analogue à celle de l’art. 53 , mais où la quantité XrfÇ 4- Y dm 4- Zt/£ 
ne sera intégrable qu’ autant que les forces seront dirigées vers les corps 
mêmes du système, et proportionnelles à des fonctions des distances. Dans 


ayo 

et* cas, ou aura 
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équation qui renferme. la Conservation des forces vives, par rapport au 
centre de gravité. 

56. Au reste, il n'en est pas du principe des forces vives comme de ceux 
du centre de gravité et des aires, qui ont lieu quelle que soit l’action que 
les corps du système puissent exereer les uns sur les autres, même en se cho- 
quant, parce que toutes les forces intérieures disparaissent des équations qui 
renferment ces deux principes. 

L’équation de la conservation des forces vives contient tous les termes dns 
aux forces tant extérieures qu’intérieures, et n’est indépendante que de l’ac- 
tion des corps, provenant de leur liaison mutuelle. Aussi ce principe a-t-il 
lien dans le mouvement des fluides non élastiques, tant qu’ils forment une 
niasse continue, et qu’il n’y a point de choc entre leurs parties; et si la quan- 
tité de forces vives est la même avant et après le choc des corps élastiques, 
c’est qu'on suppose que les corps se sont rétablis après Je choc, dans le 
même état où ils étaient auparavant; de sorte que les termes fP dp de l’ex- 
pression II, qui proviennent des forces P dues au ressort des corps, et dont 
la valeur est la plus grande lorsque la compression est à son terme, déeroissenl 
ensuite par degrés égaux pendant la restitution, et redeviennent nuis à la fin 
du choc. C’est uniquement dans cette hypothèse que la conservation des 
lorees vives peut avoir lieu dans le choc des corps élastiques. 

Dans tout autre cas, lorsqu’il y a des changements brusques dans les 
vitesses de quelques corps du système, la force vive totale se trouve dimi- 
nuée de la quantité des forces vives dues aux forces accélératrices qui ont pu 
produire ces changements ; et cette quantité peut toujours s'estimer par la 
somme des masses multipliées par les carrés des vitesses que ces niasses ont 
perdues, ou sont censées avoir perdues dans les changements brusques des 
vitesses réelles des corps. C’est le théorème que M. Carnot avait trouvé dans 
le choc des corps durs. 

57. On peut aussi, dans l'équation de l’art. Il de la section précédente, 

supposer les variations Sx, Sy, Sz proportionnelles aux vitesses .r, ; que 
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les corps reçoivent par l'impulsion. On aura ainsi l'équation 

S | m(.r’ - 4 - r 1 -+- s’) •+• X.r - 4 - Yj -I- j = o, 

clans laquelle la partie Sm (a - 1 - 4 - y* - 4 - 1 ’) représente la force vive de tout le 
système. 

Cette équation étant combinée avec les trois équations de l’art, 14, donne 
lieu à une propriété de maximis et minimis relative à la ligne autour de 
laquelle le système tourne au premier instant, lorsqu’il a reçu une impulsion 
quelconque, ligne qu'on peut aussi nommer cure de rotation spontané. 

Si l'on nomme a, (i, y les parties des vitesses x,y, z, qui dépendent du 
changement de position respective des corps du système (*), et qu’on les 
ajoute à celles qui résultent des rotations (art. 17), on aura les valeurs 
complètes de x, y, exprimées ainsi : 

x = za> — ytp-ha, y — .es — z-i - 4 - £, z=y4 — .«.'«- 1 - 7 . 

Sup| Misons maintenant qu'on différentie ces valeurs, en ne regardant que 
4, œ, 9 comme variables, et qu’on dénote ces différentielles par la caracté- 
ristique S (**), on aura 

Sx = zSa — ySç, Sy = x$9 — zS-4- , Sz—yS^f. — xSt*.~ 

Or, les trois équations de l’art. 14 étant multipliées respectivement par Sç. 
Sco, S 4, et ajoutées ensemble, en faisant passer sous le signe S les différen- 
tielles Sç, Soi, <f4, qui sont les mêmes pour tous les corps, donnent, par la 


{*} Os quantités a, fi, 7 11e sont pas suffisamment definies. Quel que soit, on effet, U* déplacement 
d’un système variable de forme, on |>eut le regarder comme résultant d’un mouvement arbitrant- 
imprimé au système solidifie, puis d'uu second mouvement produisant le changement de position 
respective des points considérés. L'indétermination des quantités a, 7 rend cet art. 57 extrême- 
ment obscur. Je dois avouer qu’il m’a été impossible de comprendre le raisonnement de l*agrangc, 
et d'attacher même aucun sens précis au théorème qui termine le paragraphe. Les notes qui suivent 
se rapportent donc au seul cas d'un système solide. (/. Bertrand.) 

(**J Ces variations, représentées |>ar la caractéristique <î, se rapportent aux changements qu'éprou- 
vent les vitesses par suite de l’introduction de liaisons nouvelles, les forces motrice» restant 1rs mêmes. 
Ainsi, par exemple, dans le cas d’un corps solide, les variations <î peuvent résulter de l'introduction 
d’un axe fixe dans le système. (J. Bertrand. ) 
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substitution des valeurs précédentes, 

SfmjitJ'a: -+-.y<Sÿ -+- zSz) -+- XSx -+- Y Sy -i- XSzJ = o. 

Mais l’équation de la force vive trouvée ci-dessus étant différentiée relative- 
ment à S (*), donne 

Sf :ini(x<r.r -+- ySy -t- zSz) -f- XSx - 4 - Y Sy -t- Z Sz\ = o. 

Donc on a, par la comparaison de ces deux équations, 

Sm(a <fj- - 4 - ySy zSz) — o, 

et, par conséquent, 

<LSm(.T’-4- j*-f- s’) = o, 

ce qui fait voir que la force vive que le système acquiert par l'impulsion est 
toujours un maximum ou un minimum (**), par rapport aux rotations rela- 
tives aux trois axes ; et comme ces trois rotations se composent en une rotation 
unique autour de l’axe spontané, il s’ensuit que la position de cet axe est 
toujours telle, que la force vive de tout le système est la plus petite ou la 
plus grande, par rapport à ce même axe. 

Kuler avait démontré cette propriété de l’axe spontané de rotatiqn poul- 
ies corps solides d’une figure quelconque; on voit, par l'analyse précédente, 
qu’elle est générale pour un système de corps unis entre eux d’une manière 
invariable ou non, lorsque ces corps reçoivent des impulsions quelconques. 

38. Lorsque le système est un corps solide qui peut tourner librement 


(*) Si l’on suppose que les variations désignées par ô soient finies, on aura, en diffrrentiant 
lVquation des forces vives, 

y(î m(x£x + y -f* s<îaj) ■+■ [m(dx)* (^s)*4- Xiîx -+■ Y£y -+- Z^s]= o; 

et si l’on continue le raisonnement en ayant égard aux nouveaux termes introduits par cette hypo- 
thèse, on trouvera 

9 + «’) = — J (ffÿ + (**)*]• 

ce qui montre que l'accroissement des forces vives est négatif et égal à la somme des forces vives dues 
aux vitesses perdues par les différents points. (/. Bertrand.) 

(**) Il résulte de la note précédente qu’elle est toujours un maximum. Cette remarque a ete faite 
pour la première fois par M. Delaunay qui la justifie d'une manière très-differente- (Journal de 
M. Linuville, tome V, page *55.) (/. Bertrand.) « 
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autour d’un point, et qui n'est animé par aucune force accélératrice, on peut 
tirer de la combinaison de l’équation des forces vives avec celle des aires 
une relation digne d'être remarquée par sa simplicité, et qui ne l'avait pas 
encore été, que je sache, entre les vitesses de rotation 4. Ç, par rapport 
aux trois axes fixes des coordonnées .r, y, z. Dans ce cas, on a simplement 
(art. 17) 

de = ,vdt — {zü> — y$)dt, 
dy = ydt = (xq> — s4)dt, 
dz = zdt — (.r4 — xa)dt. 

Doue, si l’on ajoute ensemble les trois dernières équations de l’art, 9, après 
les avoir multipliées par <p, ai, 4» qu'on fasse passer ces quantités sous le 
signe S, et qu’on substitue à la place de leurs valeurs, on aura 


= A4 -H B« -H Co; 

mais l'équation de l’art. 31 donne, lorsque n = o, 

A 4 Bu C f — «H, 


Donc on aura 


A, B, Ci étant les moments des forces primitives d’impulsion, et H étant une 
constante arbitraire qui doit être nécessairement positive. 

Si dans cette équation on substitue pour A, B, C les expressions de 
l'art. Il, yC, y'C, y*C', ou C’cos/, C , cosw, C'cosn, et pour 4t a>i 
celles de l’art. 17, SdbsA, 0 cosia, fl cos r, on aura 

9(cos / cos A -t- cos m cos u -t- cos n cos t) = 


Dans cette formule, I, m , n sont les angles que l’axe perpendiculaire au plan 
invariai>le fait avec les axes fixes des x, y, z, et A, u, v sont les angles que 
l'axe instantané de la rotation composée, dont 9 est la vitesse, fait avec les 
mêmes axes; donc, si l’on nomme r l’angle que l’axe instantané de rotation 

Méc. anal. I. 35 
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fait avec l’axe perpendiculaire au plan invariable, on aura, par une formule 
connue, 

cos a — cos l cos A -t- cos m cos u 4- cos n eos » ; 

. fl a H . , . . a H 

et, par conséquent, 9 cos v = ^7-) ou la quantité^ est une constante qui 

dépend de l’état initial; ce qui donne un rapport indépendant de la ligure 
du corps, entre la vitesse réelle de rotation à chaque instant, et la position 
de l’axe de rotation relativement au plan invariable. 

Au reste, si l’on prend le plan des x,y de manière qu’il passe par le 
centre du corps et par la droite suivant laquelle se fait I impulsion, les con- 
stantes A et B deviendront milles (art. 16), et l'équation générale trouvée 
ci-dessus se réduira à Cf = a H, laquelle fait voir que la vitesse de rotation, 
par rapport à l'axe des s, c’est-à-dire parallèlement au plan de l'impulsion, 
demeure toujours la même. 

VI. — Propriétés relatives à Ut moindre action. 

59. Mous allons maintenant considérer le quatrième principe, celui de la 
moindre action. 

En nommant « la vitesse de chaque corps m du système, on a 

, dx' ■+-dr , +- dz' 

« — jp 

et l'équation des forces vives (art. 54) devient 

S ^ ~ 4 - n ^ m = H , 

laquelle, étant dilTérentiée par rapport à la caractéristique S, donne 
S (uSu 4- J'n)m — o. 

Or, Il étant une fonction de p, q, r, etc., on a 

J II = P S p 4- QSq 4- IU/- 4 - . . . . 

Donc 

S(P<fy? 4 - QSq 4- lUr 4 - . . .)m = — SniH^u. 

Et cette équation aura toujours lieu, pourvu que Pdp ■+■ Qdq 4- R dr 4- . . . 
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soit une quantité intégrable, et que la liaison des corps soit indépendante 
du temps; elle cesserait d’être vraie si l’une de ces conditions n’avait pas 
lieu. 

• Qu'on substitue maintenant l’expression précédente dans la formule géné- 
rale de la Dynamique (art. o, sect, il), elle deviendra 


Or, 


d 2 xix -+- d 2 yiy -+- d 2 ziz 

= d.(dxSx -+- dyiy ■+- dziz) — (Le dix — dydiy — dzdiz. 


Mais, parce que les caractéristiques d et i représentent des différences ou 
variations tout à fuit indépendantes les unes des autres, les quantités dix, 
dir, diz doivent être la même chose que i(Lr, idy, Sdz. D'ailleurs il est 
visible que dxidx dyidy dzidz — ~i.(dx 2 -+- dy 2 -h dz 2 ). Donc on 
aura 

d’xix -+- d 2 yty -t- d 2 ziz 

= d.(dxix -t- dyiy -+- dziz) — j S.(dx 2 -t- dy 2 -t- dz 2 ). 

Soit s l’espace ou l’arc décrit par le corps m dans le temps t; on aura 
ds = ^d.r 2 dy 2 -+- dz 2 , et dt — 

Donc 

d 2 six -t- d 2 yiy -t- d 2 ziz = d.(dxix dyiy -t- dziz) — dsids ; 


et, de là, 


d'x o 

-w lx 


d’y , d’ z j_ d.(dxi.c+dyiy-t- dzi z) tt'ids 

7ie * r de tz — de ds 


Ainsi la formule générale dont il s’agit deviendra 

c, / il Ail.rdx + dyov -¥• tlzôz) u'dcL <s \ 

S ( -i ? * ) m = o, 


ds 


ou, en multipliant tous les termes par l’élément constant dt = — i 


et remar 

35. 
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(|uant que uSds ■+■ ds è u = i.(uds), 

s [ - è . (ads ) ] m = o. 


Comme le signe intégral S n'a aucun rapport aux signes différentiels d et 0 , 
on peut faire sortir ceux-ei hors de celui-là; et l’équation précédente prendra 
cette forme, 


d.S(ilxix + ifyiy -hdziz)m 

df — “ 


S.SmwtÉt — o. 


Intégrons par rapport au signe différentiel d, et dénotons cette intégration 
par le signe intégral ordinaire /’, nous aurons 

Stdxix + driy + dsiz)m r> c j 

— - JS.Smuds = const . 

Or le signe dans l’expression j'S.Smuds, ne pouvant regarder que les 
variables u et s, et n'ayant aucune relation avec les signes S et 8, il est clair 
que cette expression est la même chose que celle-ci, S.Sm fuds ; et, si l’on 
suppose que, dans les points où commencent les intégrales f urls, on ait 
S.r = o» $r=o, o: — o, il faudra que la constante arbitraire soit nulle, 
parce que le premier membre de l’équation devient nul dans ees points. Ainsi 
on aura, dans ce cas, 

^ O , Sidxix -H dyiy 4- dsi i)ni 

<s . S m J uds — - t — 


Donc, si l’ou suppose de plus que les variations o.r, iy, tz soient aussi 
nulles pour les points où les intégrales fuds finissent, on aura simplement 
8 . Sm fuds — o, c'est-à-dire que la variation de la quantité Sm fuds sera 
nulle; par conséquent, cette quantité sera un maximum ou un minimum. 

De là résulte donc ce théorème général, que, dans le mouvement d'un 
s ystème quelconque de corps animés par des forces mutuelles d " attraction, 
ou tendantes à des centres fixes, et proportionnelles à des fonctions quel- 
conques des distances, les courbes décrites par les différents corps, et leurs 
vitesses, sont nécessairement telles, que la somme des produits de chaque 
masse par l'intégrale de la vitesse multipliée par l'élément de la courbe est 
un maximum ou un minimum, pourvu que l’on regarde les premiers et les 
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derniers points de chaque courbe comme donnés, en sorte que les variations 
des coordonnées répondantes à ces points soient nul/es. C’est le théorème 
dont nous avons parlé à la fin de la première section, sous le nom de Principe 
de ta moindre action ("). 

40. Mais ce théorème ne contient pas seulement une propriété très-remar- 
quable du mouvement des corps, il peut encore servir à déterminer ce mou- 
vement. En effet, puisque la formule Sm fuds doit être un maximum ou un 
minimum, il n’y a qu'à chercher, par la méthode des variations, les condi- 
tions qui peuvent la rendre telle; et, en employant l'équation générale de la 
conservation des forces vives, on trouvera toujours toutes les équations 
nécessaires pour déterminer le mouvement de chaque corps. Car, pour le 
maximum ou minimum, il faut que la variation soit nulle, et que, par consé- 
quent, on ait 5.Sm fuds — o ; et de là, en pratiquant dans un ordre rétro- 
grade les opérations exposées ci-dessus, on retrouvera la même formule géné- 
rale d’où l’on était parti. 

Pour rendre cette méthode plus sensible, nous allons l’exposer ici en peu 
de mots. La condition du maximum ou minimum donne, en général, 
i.Sruj" u (U = o, et faisant passer le signe différentiel o sous les signes S et f 
(ce qui est évidemment permis par la nature de ces différents signes), on aura 
f équation Smfi(udt) — o ; ou bien, en exécutant la différentiation par c. 

Smf(dsou ■+■ uèds) — o. 

Je considère d’abord la partie S ni f dsi u ; en mettant pour ds sa valeur 
udt, clledevient Sm J'uSudt, ou, changeant l'ordre des signes S et f, qui sont 
absolument indépendants l’un de l’autre, fdtSmuSu. Or l’équation générale 
du principe des forces vives donne (art. 34) 

S// 3 m = -x H — a S. Il ni, 

f/ll étant égal à P dp +- Q dq -t- Rrfr -+- . . . ; donc, diftërentiant suivant i. 

( # ) L'intégrale Sm fuds est un maximum ou un minimum , si on la compare aux intégrales ana- 
logues relatives à tout autre mouvement du système qui serait produit par les mêmes forces, et dan* 
lequel, malgré l'introduction de liaisons nouvelles laissant subsister le principe des forces vives, le* 
positions initiales et finales resteraient les mêmes. Peut-être cet énoncé, qui résulte évidemment de 
la démonstration , n'est-il pas rendu assez explicite dans le texte. (/. Bertrand.) 
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on aura 

Su S uni — — SJllni = — S (PSp -h Q Sq -+■ RJr 4- . . .)m, 

parce que II étant supposée une fonction algébrique de p, ij, r, etc., la diffé- 
rentielle ill est la meme que la '/il, en changeant seulement il en S. Ainsi la 
quantité S tnfdsSu se réduira à cette firme, 

— fdtS(PSp -I- Q i(j 4- Kir -+- . . .) in. 

Je considère ensuite l’autre partie Sm J'uSds, et j’y substitue, à la place 
de iù , sa valeur exprimée par des coordonnées rectangles, ou par d'autres 
variables quelconques. En employant les coordonnées rectangles .r, r, z, 
on a 

ds — dv 7 4 - dz ’ : 

donc, différentiant suivant <S, 

r . Ja.' â dx -f dy 6 dy 4- dz odz 

Sds = JT ’ 


ou bien, en transposant les signes d, S, et écrivant di au lieu de Sd. ce qui 
est toujours permis à cause de l’indépendance de ces signes, 


f . t/xJox + djdSy + ilzilà; 

iih - - ; 


on aura ainsi, en substituant cette valeur, et mettant dl à la place de 
, u r dxiiix 4- rlydoy 4- ilztiàz 

J“* ds = w 


fis 


Comme il se trouve ici, sous le signe intégral f , des différentielles des varia- 
tions Sx, Sy, Sz, il faut les faire disparaître par l’opération connue des inté- 
grations par parties, suivant les principes de la méthode des variations. On 

transformera donc la quantité f ,lr '^ x en celle-ci, qui lui est équivalente, 

p*-jlxd.ÿ; 


et, supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en sorte «pie 
les coordonnées qui répondent au commencement et à la fin de l'intégrale 
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ne varient point, on aura simplement 

On trouvera de même 
et, pareillement, 

de sorte qu’on aura cette transformée 



rdxdj x 

J ~ 

ftfydijf , r , <iy 

J dT --S*> d ïG' 

Ç rizdàz 

J ”* 






Donc la quantité SmfuSds deviendra, en transposant les signes S et /', 
et supposant dt constant. 

— f dtS^Sxd. ~ + h< i -% ■+■ izd % ) m - 

F.' équation du ma.vimum ou minimum sera donc 


IdtS 


J 




laquelle devant avoir lieu, en général, pour toutes les variations possibles (*), 
il faudra que la quantité sous le signe f soit nulle à chaque instant; on aura 
ainsi l’équation indéfinie 


l*S/> ■+- Qiq 

fijC 


Rir 


Sxd. 


dt' 


■+■ S r ' L JF + 


Szd. 


dz | ni = o, 
d? 


équation qui est la même chose que la formule générale de la Dynamique 
(art. S, sect. II), et qui donnera par conséquent, comme celle-ci. toutes les 
équations nécessaires pour la solution du problème. 


{*) Il n'est pas absolument exact de dire que cette équation a lieu pour toutes les variations pos- 
sibles , car les équations de liaison doivent toujours être satisfaite*. La suppression de l'intégration par 
rapport au temps semblerait devoir être justifiée d'une autre manière, en remarquant , par exemple, 
que les valeurs de t entre lesquelles elle est prise sont arbitraires. (/. Bertrand. ) 
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fl. Au lieu des coordonnées x,f, s, on peut employer d’autres indéter- 
minées quelconques, et tout se réduit à exprimer l'élément de l are ils en 
(onction de ces indéterminées. Qu’on prenne, par exemple, le rayon ou la 
distance rectiligne à l'origine des coordonnées , qu'on nommera p, avec deux 
angles, dont l’un 4 soit l’inclinaison de ce rayon sur le plan des x et y, 
et l'autre <p soit l'angle de la projection du même rayon sur ce plan avec 
l’axe des x, on aura 

z = psin4, y = p cos 4 sin ç, x = pcos^cosif. 
et, de là, on trouvera 

ds* — dx s -|- rfy’-t- dz 1 = dp 1 p ’ (rf4 s eos4 G/p 3 ), 

expression qu'on pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. I)i(- 
férentiant donc par <5, et changeant Sd en d$, on aura 

dsSds = dpdSp 

^-p(^/4 , -t-eos4 J rf® J )<îp-Hp , (d-J-df-J. — sin4cos4 d$ 7 dçdiif) ; 

il’où, en divisant par dt = ^ > et en intégrant, on aura 


fuSds = + + cmV à< p')ip 

éV (dÿdJty — sin 1 cm <ji t/f' àÿ ■+■ cos ydyrljf) 

J ' ~dt 


On léra disparaître de dessous le signe / les doubles signes di, |>ar des inté- 
grations par parties, et l'on rejettera d’abord les termes qui contiendraient 
des variations hors du signe f, parce que ces variations devant alors se rap- 
porter aux extrémités de l’intégrale, deviennent nulles par la supposition 
que les premiers et derniers points des courbes décrites par les corps soient 
donnés et invariables. On aura ainsi cette transformée, 

f uSds — — f duSs 

__.i { d i- 

* | + (p*.?" y «*?* + , L ^ +. d . 


I 
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par conséquent, l’équation (lu maximum ou minimum sçra 


a8i 


/*S 


sj + ( d ^~ 


P Sp -+- Q Sq 4 
dŸ- 


R^r 4 - . . . 

- cos -W) Sp 


iU 


' s* sin •} cost^i rfy’ 

L 3? 


'' W)H 




m = o. 


Égalant à zéro la quantité qui est sous le signe f, on aura une équation 
indéfinie, analogue à celle de l’article précédent, mais qui, au lieu des saria- 
tions Sx, Sy, Sz, contiendra les Sp, S$, <S\j ; et l’on en tirera les équations 
nécessaires pour la solution du problème, en réduisant d’abord toutes les 
variations au plus petit nombre possible, faisant ensuite des équations sépa- 
rées des termes affectés de chacune des variations restantes. 

En employant d’autres indéterminées, on aura des formules différentes, 
et l'on sera assuré d’avoir toujours, dans chaque cas, les formules les plus 
simples que la nature des indéterminées puisse comporter. Voyez le second 
volume des Mémoires de (Académie de Turin, où l’on a employé cette 
méthode pour résoudre différents problèmes de Mécanique (*). 


42. Au reste, puisque ds = udt, la formule S m fu ds , qui est un maxi- 
mum ou un minimum, peut aussi se mettre sous la forme S ni firdl, ou 
fdtSmu 1 , dans laquelle Sm«’ exprime la force vive de tout le système dans 
un instant quelconque. Ainsi le principe dont il s’agit se réduit proprement 
à ce que la somme des forces vives instantanées de tous les corps, depuis le 
moment où ils partent des points donnés, jusqu'à celui où ils arrivent à 
d’autres points donnés, soit un maximum ou un minimum. On pourrait donc 
l’appeler, avec plus de fondement, le principe de la plus grande ou plus 
petite force vive ; et cette manière de l’envisager aurait l’avantage d’être 
générale, tant pour le mouvement que pour l’équilibre, puisque nous avons 
vu dans la sect. III de la I™ partie (art. 22), que la force vive d’un système 
est toujours la plus grande ou la plus petite dans la situation d’équilibre. 


(*) Voyez aussi une Noie remarquable d'Olinde Rodrigue*, C orrespondance sur V École Pnlytech - 
nique, tome III, page >59. (/. Bertrand . ) 
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QUATRIÈME SECTION. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES POUR LA SOLUTION DE TOUS LES PROBLEMES 

DE DYNAMIQUE. 

1. La formule à laquelle nous avons réduit, dans la sect. Il, toute la 
théorie de la Dynamique, n’a besoin que d’être développée pour donner 
toutes les équations nécessaires à la solution de quelque problème de cette 
science que ce soit ; mais ce développement, qui n’est qu’une affaire de pur 
calcul, peut encore être simplifié, à plusieurs égards, par les moyens que 
nous allons employer dans cette section. 

Comme tout consiste à réduire les différentes variables qui entrent dans la 
formule dont il s’agit, au plus petit nombre possible, par le moyen des équa- 
tions de condition données par la nature de chaque problème, une des prin- 
cipales opérations est de substituer, à la place de ces variables, des fonctions 
d'autres variables. Cet objet est toujours facile à remplir par les méthodes 
ordinaires; mais il y a une manière particulière d’y satisfaire relativement à 
la formule proposée, qui a l'avantage de conduire toujours directement à la 
transformée la plus simple. 

2. Cette formule est composée de deux parties différentes qu’il faut consi- 
dérer séparément. 

I«t première contient les termes 



qui proviennent uniquement des forces résultantes de l’inertie des corps. 

La seconde est composée des termes 

S (PA/> 4- QSq -+- Itdr 4- . . .)nt, 

dus aux forces accélératrices P, Q, R, etc., qu'on suppose agir effective- 
ment sur chaque corps, suivant les lignes p, q, r, etc. , et qui tendent à dimi- 
nuer ces lignes. La somme de ces deux quantités étant égalée à zéro, con- 
stitue la formule générale de la Dynamique (sect. II, art. SI). 
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3. Considérons d’abord la quantité d*xix -+- d i ySy -t- d*zSz: il est clair 
que si l’on y ajoute celle-ci, dxdSx ■+- dydAy h- dzdSz, la somme sera inté- 
grable. et aura pour intégrale d.cAx dyAy -t- dzAz. D’où il suit que l’on a 

d*xSx -+- d'ySy -t- d' zAz — d. (dxAx -+- dyAy dzAz) 

— dcdSx — dydAy — dzdiz. 

Or, le double signe dS étant équivalent à Ad, par les principes connus, la 
quantité dxdSx -f- dvd A y -+- dzdAz peut se réduire à la forme 

dxAdx - 4 - dyidy - 4 - dzAdz, c'est-à-dire à ■jj'. (dr 2 -h dy 3 4 - dz 3 ). 

Ainsi l’on aura cette réduction 

d'xAx ■+- d'ySy - 4 - d 3 zSz == d. (dvAx -h dyiy - 4 - dzAz) 
-\S{dx'-y dy'+-dz'), 

par laquelle on voit que pour calculer la quantité proposée 
d'.rSx -t- d‘ySy - 4 - d 3 zAz, 

il suffit de calculer ces deux-ci, qui ne contiennent que des différences pre- 
mières, 

dx Ax -+- dyAy ■+ dzAz, d. r 1 -t- dy* -t- dz ‘ , 
et de différentier ensuite l’une par rapport à d , et l’autre par rapport à A. 

4. Supposons donc qu’il s’agisse de substituer à la place des variables .t, 
y, z, des fonctions données d’autres variables Ç, 4» p , etc.; diffërentiant ces 
fonctions, on aura des expressions de la forme 

d,c — A d% -t- Br /4 ■+• Gdp -t- . . . , 
dy — A ’di, -t- B'r/4 - 4 - G’dp -t- . . . , 
dz = A "r/£ -4- B"r/4 -4- C/r/0-4- 

dans lesquelles A, A', A", B, B', etc., seront des fonctions connues des 
mêmes variables £, 4» ?» etc.; et les valeurs de ix, iy, iz seront exprimées 
aussi de la même manière, en changeant seulement d en Z. 

Faisant ces substitutions dans la quantité drix ■+- dyiy -t- dziz, elle 

36. 
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deviendra de cette forme, 


F f/£3? 4 - G(f/g34 -f- d^SÇ) + Hf/4S4 
4-1 (f/g3*4-</«SÇ)4-..., 

où F, G, H, l, etc., seront des fonctions finies de Ç, 4, <p, etc. 

Donc, changeant 3 en d, on aura aussi la valeur de d.c 7 -h f/v 5 4- f/c 5 , 
laquelle sera 

F rfÇ 1 -t- aGt/Çf/4 -t- H f/ 4 5 4- a I</Çf/4> -h . . . . 

Qu'on différentie par r/ la première de ces deux quantités, on aura la dif- 
férentielle 

d .{¥ d %) -(- Ff/f-f/SÇ 4 - f/.(Gf/f) .34 
4 - d. (G d4) - 8 Ç 4 - G f/ff/34 4- Gf/4f/3g 
4-f/.(Hf/4).S44-Hf/4f/344- ...; 

différentiant ensuite la seconde par 3, on aura celle-ci : 

3Frff 4- 2 Fr/$3f/? 4 - 2 oGd%d-\ 4- 2Grf43rfÇ 

4- 2Gf/çSf/4 -+- SHf/4* 4- 2 Hd^sd-j. 4- . . . . 

Si donc l'on retranche la moitié de cette dernière différentielle de la pre- 
mière, et qu’on observe que do et 3 d sont la même chose, on aura 

d. (Frf? ) . 8 Ç - {3F d? 4- d. (Grf|) . 84 
4 - f/.(Gf/4).S$ — {SGf/gf/4 4- rf.(Hf/4).84 
-{SH f/ 4 5 -t- .... 

pour la valeur transformée de la quantité d* xox 4 - d* y oy 4 - f/’ zoz. 

Or il est visible que cette valeur peut se déduire immédiatement de la 
dernière différentielle, en divisant tous les termes par 2 , en changeant les 
signes de ceux qui ne contiennent point la double caractéristique od, et en 
effaçant dans les autres la d après la 3, pour l’appliquer aux quantités qui 
multiplient les doubles différences affectées de 8f/. Ainsi le terme 8Ff/fj 5 
donne — {3F f/Ç 5 , le terme nFdt’odj' donnera d. (F</$) .31;, le terme 
28Gf/Çf/4 donnera — 3Gf/Çf/4,le terme iGd-^,Ôd% donnera d.(Gd*l ) . 8Ç, 
et ainsi des autres. 
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5. D’où il s'ensuit que si l’on désigne par la fonction de 4- etc. . 
et de f/§, r/4, dy, etc., dans laquelle se transforme la quantité 

• { (dx 2 -+- dy- -+- dz 2 ) 

par la substitution des valeurs de x, y, z, en Ç, 4i P, etc. , on aura, en géné- 
rai, cette transformée 

d'xSx -+- d'ySy -+- d 2 zSz 
= + d -JTi) S Z + \-dî, + d JT^,) S ^ 


(- 


J4> 

if 


i<P 
' idf 


)h 


â<t>, 


en dénotant, suivant l'usage, par jy le coefficient de <5Ç dans la différence <Î«J>, 
par le coefficient de Sd% dans la même différence; et ainsi des autres. 


6. Ce qu’on vient de trouver d’une manière particulière, aurait pu l’être 
plus simplement et plus généralement par les principes de la méthode des 
variations. 

Soit, en effet, <t> une fonction quelconque de x, y, z, etc., de, dy, dz. 
d 2 x, d 2 y, d % z, etc., laquelle devienne une fonction de 4i etc. , r/£, 
d 4, d$, etc., d 2 %, d 2 4, d 2 y, etc., par la substitution des valeurs de x, y, 
z, etc., exprimées en §, 4, ?>, etc.; en différentiant par rapport à S, on aura 
cette équation identique, 

<5<1> = Sx -+- ^ - Sdx -+- JS- Sd 2 x -+- . . . 

dx Jdx ad x 


i4> r o*f* c, , 
JZ ° y -y TT- o dy 


7Sÿ ' 


il» p, i<f» p, , 
- 4 - 3 — û Z — f- 3 . O CIZ 
d z d dz 


<?<J> 


Sd 2 y -h ... 
Sd 2 z -+-... 


• 3<i> r- J<t> i# r 

= 3$ •+■ • • • 

i«fr R i*f» R, , d<l> Rj 

+ ïrfr ■+■ Ï3* W 4 + JTf + • • • 

+ m Sd '*+£h ld ' ,+ ■- 
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Qu on y chang 

e les doubles signes 

Jd, Jd', etc., en leurs équivalents di. 

d'J, etc 

. ; qu' ensuite on 

intègre par 

rapport à d, et qu’on fasse disparaître, 

par «les 

intégrations par parties, tous les doubles signes dS, d'S, etc., sous 

le signe 

intégral 

qui se rapporte au 

signe différentiel d ; on aura une équa- 

tion de 

cette forme : 





J (AJ. r -h B<$r 

-f- ...) + / 



=f(A'J%-hii'J4 

3-C'^-H Z', 

dans laquelle 






A = 

34» , i<l» 

ix ' ' àdx 

. r /> 

^ 11 ■ JF x ~ ’ 



B = 

34» , i<t» 

J} -“JT, 

+ d ■ Jd'} ~ ■ ‘ ■ ’ 




i«t» , i<t> 




C = 


d ■ ÏTTz - ■ • ■ * 



A' = 

34» , J<t> 

3 T ” 5ÏÏI 

' hd é<Fl - • > 



B' = 

34» . i<t> 

3^ ~ 

jj 34» 

+ d ïd 



C' = 

i<t> , 34» 

3? — 

,, 34» 

" ,_rf Jd^~ ■••• 


Z = 

Ô<P 

{ôdx 

. 34» 

- rf -3ïï ï 3è~ f ' 

•)^ X ^ ï£lc dSx 



' 34» 

» 

■■) S - Y + TF} dijr + •• 


+ 

f 34» 
Jdz " 


" l ~ Tdk dSz "*"••• 


Z = 

( 34» 

, 34» 

~ d Jl r l ■+■ 

■+* TFl di % ■+■ ••• 


H- 

f ô<t> 

■Jdl ~ 

» 0^ 

- d Jd*ï + 

• -)^ ■+■ •• • 


4- 

/ i<t> 
\id<> 

, 34» 

dJ<p -f- ... 
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L)one, redifférentiant et transposant, on aura l’équation 


A Sx 4 - iu.r -I- CSz 4 - . . . — \’SZ — B'J4 — C'Sv — ... = d/l — ,/Z, 


laquelle doit être identique et avoir lieu quelles que soient les variations ou 
différences marquées par la lettre J. 

Ainsi , puisque le second membre de cette équation est une différentielle 
exacte par rapport à la caractéristique d, il faudra que le premier membre 
en soit une aussi par rapport à la même caractéristique, et indépendamment 
de la caractéristique S; or c’est ce qui ne se peut, parce que les ternies de ce 
premier membre contiennent simplement les variations Sx, St , Sz, etc. , 
<J5, S-J., etc. , et nullement les différentielles de ces variations. 

D'où il suit que pour que l’équation puisse subsister, il faudra nécessaire- 
ment que les deux membres soient nuis chacun en particulier; ce «pu don- 
nera ces deux équations identiques, 

A Sx -+- BJ.r -t- CSz 4 - . . . == A ’SÇ 4 - B'<14 -h C'S<p 4- . . . , 
dZ = d/l, 


lesquelles peuvent être utiles dans différentes occasions. 
Soit, par exemple, 4> = ^(dx* -t- dy * 4- dz > ), on aura 


i4> i<I> , 

dfLx = dX ' 


i<f< 

id'r 




et ainsi des autres quantités semblables ; donc 


A = — d'x, B = — d'y, C = — d' z ; 


ensuite, comme <t> ne contient que des différences du premier ordre, on aura 
simplement 


A' = 
B' = 
C'= 


ÿ<D 

n 

0<t> 

Jï 

w 

âf 


— d . 
— d . 


— d. 


J<t» 

j<t> 

3d^' 

o<i> 

idv' 
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Donc on aura l'équation identique . 


— d 2 xSx — d'y'iy — d^zSz 



qui s accorde avec celle de l'art. 5. 

7. Il résulte de là que pour avoir la valeur de la quantité 



en fonction de £, 4- ®, etc., il sulfîra de chercher la valeur de la quantité 


H 


riz' -+- dr'-h dz 


i dr 




en fonction «le g, -<f > ®> etc., et de leurs différentielles ; car, nommant T cette 
fonction, on aura sur-le-champ la transformée 



Kt cette transformation aura lieu également, quand même parmi les nou- 
velles variables il se trouverait le temps t, pourvu qu'on le regarde comme 
constant, c’est-à-dire qu’on fasse St = o. 

De plus, il est facile de voir qu'une pareille transformation aura lieu aussi 
dans le cas où les variations <S£, isj., S$, etc., ne seraient pas des différen- 
tielles exactes, pourvu qu'elles représentent des quantités indéterminées, et 
que la variation <5T soit de la forme 

rrp 5T JT , «y iT . , iT , t . 

~ St + 7Î\ di % Sf H ■+■ dJ$ tiS ^ +■•••' 

oT |JT 

quels que soient d’ailleurs les coefficients jz > — - , ^ > etc. 

8. Au reste, il est bon de remarquer que si l'expression de T renferme 
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un terme d A, qui soit la différentielle complète d'une fonction A dans laquelle 
une des variables, comme £, n’entre que sous la forme finie, ce ternie ne 
donnera rien dans la transformée précédente, relativement à cette variable. 
C.ar, faisant 


ou a 



T = 

i « d A i u d A 

: - dA =7î d *-*-7$ 

dif. 4- 

1 ") 



3 

3 d ± 


clT 

11 

<>T_ ’dl d Ç 

31 - ~W d * ' 

dÿ 

h sr 

rU -4- 


rf’A 

dV 

+ 7^ d ^ + ■ 

.. =d 

d a 
’ df ' 

3T 
idt ’ 

3T 

rr- * 1 

coefficient de o£, dei 

tiendra 



, H\ , d\ 

Il s'ensuit de là que si l’expression de T contenait un terme de la forme 
Bd A, A étant fonction de £, 4, etc., sans d%, et B une fonction quelconque 
sans Ç, ce terme donnerait simplement, relativement à la variation de le 

terme 9 .4 dB- 

H 

Car donnant au terme BdA la forme d.(BA) — AdB, on voit d’abord 
que le terme d.(BA) ne donnerait rien relativement à la variation de Ç, 
puisque AB contient £ sans dÇ ; ensuite, comme dBne contient point £ ni d£, 
et que A contient £ sans d£, on voit qu’en faisant T = — AdB, on aura 


ir 

37 ! = °’ 


, 3 1 iA ir, _ 

et 3J ~ ~ d °' 

o A 


de sorte que le coefficient de S £ se réduira à Ty dB. 

9. A l’égard de la quantité PSp -f- QSq -+- R Sr elle est toujours 

facile à réduire en fonction de Ç, 4> etc., puisqu'il ne s'agit que d’y 
réduire séparément les expressions des distances p, q, r, etc., et des forces 
P, Q, R, etc. Mais cette opération devient encore plus facile, lorsque les 
forces sont telles, que la somme des moments, c’est-à-dire la quantité 


P dp -+- Qdq -+- Rdr 


.-.t 


Mer. anal. I. 
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est intégrable, ce qui, comme nous l’avons déjà observé, est proprement le 
cas de la nature. 

Car supposant, comme dans l'art. 54 de la sect. III, 

<fn = P dp -+- Q dq -+- R dr -i- . . . , 

on aura tl exprimé par une fonction finie de p, <7, r, etc.; par conséquent, 
on aura aussi 

<fll = P Sp -+- Q$tj -+- R Je -+- . . . . 

Multipliant par m et prenant la somme pour tous les corps du système, ou 


S(PS/9-t-QÎ7-+- Rôr -+- . ■ . ) m = SSlIm = 8.S[lm, 

puisque le signe S est indépendant du signe 8. 

11 n’y aura ainsi qu’à chercher la valeur de la quantité Sllm en fonction 
de Ç, 4, ®, etc. ; ce qui ne demande que la substitution des valeurs de x, 
y, z, en Ç, etc., dans les expressions de p, q, etc. (art. 1, sect. II, 
1" partie) ; et cette valeur de Sll ni étant nommée V, on aura immédiatement 




dX „ . dX s 
® t “i - x: 


d\ j> 


d 9 


10 . De cette manière, la formule générale de la Dynamique (art. 2 ) sera 
transformée en celle-ci ; 

sSÇ •+• T 84 ■+• -t - . . . = o, 

dans laquelle on aura 


4 > = d. 


(JT 

JT 

3X 

id\ 

’Tï* 

H' 

<JT 

(JT 

(JV 

âdifi 

(Jt|i 

3<f> ’ 

<JT 

(JT 

<JV 

a d r 


df ’ 


en supposant 


t = S (^±^!±±: 

\ a dl' 


)m, V = 


Snm, 


Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. 


LA DYNAMIQUE. 


U 9 l 


et 

dn = P dp -f- Q di/ -+- Rdè -f- . . . . 

Si les corps m et in' du système, regardés comme des points dont la dis- 
tance mutuelle est p, s'attiraient avec une force accélératrice représentée 
par P fonction de p, il est facile de voir que le moment de cette force serait 
exprimé par mm'Prfp, et il faudrait ajouter à la valeur de V la quantité 
imn'/Prfp; et ainsi s’il y avait dans le système d’autres forces d’attraction 
mutuelle. 

En général, si le système renfermait des forces quelconques F, G, etc., 
tendantes à diminuer la valeur des quantités f, g, etc., on aurait FS/, 
G S g, etc., pour les moments de ces forees (art. 9, sect. II, 1” partie) ; et en 
regardant F comme fonction de f, G comme fonction de g, ete., il faudrait 
ajouter à la valeur de V autant de termes de la forme [Fdf, J'Gdg, etc., 
qu’il y aurait de pareilles forces. 

Or, si dans le choix des nouvelles variables £, 4* etc., on a eu égard 
aux équations de condition données par la nature du système proposé, en 
sorte que ces variables soient maintenant tout à fait indépendantes les unes 
des autres, et que, par conséquent, leurs variations 5£, 54* etc., demeu- 
rent absolument indéterminées, on aura sur-le-champ les équations particu- 
lières Z = o, H 7 = o, <t> = o, etc., lesquelles serviront à déterminer le mou- 
vement du système; puisque ces équations sont en même nombre que les 
variables Ç, 4, <P, etc., d’où dépend la position du système à chaque instant. 

11. Mais quoiqu’on puisse toujours ramener la question à cet état, puis- 
qu’il ne s'agit que d'éliminer, par les équations de condition, autant de varia- 
bles qu’elles permettent de le faire, et de prendre ensuite pour f , 4> p, etc. , 
les variables restantes; il peut néanmoins y avoir des cas où cette voie soit 
trop pénible, et où il soit à propos, pour ne pas trop compliquer le calcul, 
de conserver un plus grand nombre de variables. Alors les équations de 
condition auxquelles on n’aura pas encore satisfait, devront être employéès 
à éliminer, dans la formule générale, quelques-unes des variations S£, 
54, etc. ; mais, au lieu de l’élimination actuelle, on pourra aussi faire usage 
de la méthode des multiplicateurs, exposée dans la I" partie (sect. IV). 

Soient L=o, M = o, N = o, etc., les équations dont il s’agit, réduites en 

3 7 . 
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fonctions de Ç, 4 , <P, etc., en sorte que L, M, N, etc., soient des fonctions 
données de ees variables. On ajoutera au premier membre de la formule 
générale (article précédent) la quantité aSL -t- «2M 4- rSN dans 

laquelle A, u, v, etc., sont des coefficients indéterminés; et l'on pourra 
regarder alors les variations 2Ç, 24» 2$, etc., comme indépendantes et 
arbitraires. 

On aura ainsi l'équation générale 

-' J % 4- fosj- -t- -H ... 4- A2L -H /lcSM -l- * 2 N . . = o, 

laquelle devant être vérifiée indépendamment des variations 2£, 24, 2<p, etc. , 
donnera ces équations particulières pour le mouvement du système, 


- , . sL 

oM 0 \\ 


- ■+• a ïf- + ' 

“TT + 'TT 4 "' 

o 


oM *N 


4 ~ HA ’ïf + 

“ d* ■*" v JÇ ■+■ • 

. . — o 


e?M 6 S 


«!'-)- A t- 4- 

0<p 

u XT 9 1 • ■ 

9 ^ Q<ÿ 

• = o. 


d où il faudra ensuite éliminer les inconnues A, u, v, etc., ce qui diminuera 
d autant le nombre des équations ; mais en y ajoutant les équations de con- 
dition qui doivent nécessairement avoir lieu, on aura toujours autant d’é- 
quations que de variables. 

. ISS. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus ou moins 
simples, et surtout plus ou moins propres pour l’intégration, il n’est pas 
nidifièrent sous quelle forme elles se présentent d'abord ; et c'est peut-être 
un des principaux avantages de notre méthode, de fournir toujours les équa- 
tions de chaque problème, sous la forme la plus simple, relativement aux 
variables qu on y emploie, et de mettre en état de juger d'avance quelles sont 
les variables dont I emploi peut en faciliter le plus l’intégration. Voici, pour 
cet objet, quelques principes généraux, dont on verra ensuite l'application 
dans la solution de différents problèmes. 

f! est clair, par les formules que nous venons de donner, que les termes 
différentiels des équations pour le mouvement d’un système quelconque de 
corps, viennent uniquement de la quantité T qui exprime la somme de toutes 
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les quantités — m, relativement aux differents corps; chaque 
variable finie, comme £, qui entrera dans l’expression de T donnant le 
terme — -jy > et chaque variable différentielle, comme d%, donnant le terme 
d. ■ D’où l’on voit d’abord que les termes dont il s’agit ne pourront con- 
tenir d’autres fonctions des variables, que celles qui se trouveront dans 
l'expression même de T; par conséquent, si, en employant des sinus et cosi- 
nus d'angles, ce qui se présente naturellement dans la solution de plusieurs 
problèmes, il arrive que les sinus et cosinus disparaissent de la fonction T, 
elle ne contiendra alors que les différentielles de ces angles, et les ternies en 
question ne contiendront aussi que ces mêmes différentielles. Ainsi il y aura 
toujours à gagner, pour la simplicité des équations du problème, à employer 
ces sortes de substitutions. 

Par exemple, si, à la place des deux coordonnées x,y, on emploie le rayon 
vecteur r, mené du centre des mêmes coordonnées, et faisant avec l’axe des .»■ 
l'angle <p, on aura 

x = r cose, _>' = rsin<p, 

et différentiant, 


donc, 


d.v — cos <pdr — r sin çd<p, dr = sin i pdr 4- r cos tpdtp ; 
dx 1 4- dy 1 — dr 1 4- 


expression fort simple, qui ne contient ni sinus ni cosinus de <p, mais seule- 
ment sa différentielle d<p. De -cette manière, la quantité dx 1 -+■ rfy 3 4- dz 1 se 
trouvera changée en r 3 rfp 3 4- dr 1 4- dz 1 . 

On pourrait encore substituer, au lieu de r et z, un nouveau rayon vec- 
teur p avec l’angle 4 que ce rayon fait avec r qui en est la projection ; ce qui 
donnerait 


r = pcos-|, x = psin 4 > 

et, par conséquent, 

dr 1 4- dz 1 — dp 1 4 - p 'd -^ 1 ; 


de sorte que la quantité dr 1 4 - dy 1 4- dz 1 serait transformée en celle-ci : 
p’ (cos 3 -^dp ' 1 ■+■ d-yj. 1 ) 4 - dp 1 . 
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Ici il est clair que p sera le rayon mené du centre des coordonnées au point 
de l’espace où est le corps m, 4 sera l’inclinaison de ce rayon sur le plan 
des x et y, et <p l'angle de la projection de ce rayon sur le même plan avec 
l'axe des x ; et l'on aura, comme dans l'art, 4 de la sect. II, 1™ partie, 

x = p cos 4 cos y — p cos 4 sin <p, z = p sin 4- 

Enfui, on pourra employer à volonté d’autres substitutions, et, lorsque le 
système est composé de plusieurs corps, on pourra les rapporter immédia- 
tement les uas aux autres par des coordonnées relatives; les circonstances 
de chaque problème indiqueront toujours celles qui seront le plus propres. 
On pourra même, après avoir trouvé, d’après une substitution, une ou quel- 
ques-unes des équations du problème, déduire les autres d’autres substitu- 
tions : ce qui fournira de nouveaux moyens de diversifier ces équations, et 
de trouver les plus simples et les plus faciles à intégrer. 

13 . Les autres termes des équations dont il s’agit dépendent des forces 
accélératrices qu’on suppose agir sur les corps, et des équations de condi- 
tion qui doivent subsister entre les variables relatives à la position des corps 
dans l'espace. 

Lorsque les forces P, Q, R , etc. , tendent à des centres fixes ou à des corps 
du même système, et sont proportionnelles à des fonctions quelconques des 
distances, comme cela a lieu dans la nature, la quantité V qui exprime la 
somme des quantités m f(Vdp -t-Qc/y-t- H dr pour tous les corps m du 

système, sera une fonction algébrique des distances, et fournira pour chaque 

* â V 

variable £ dont elle se trouvera composée, un terme fini de la forme -<y 

° >9 

. De même les équations de condition L = o, M — o, etc. , fourniront pour 

la même variable ? les termes A -w » u “ , etc. , et ainsi des autres. De sorte 

®î 

qu’il n’y aura qu’à ajouter à la valeur de V les quantités AL, ,«M, etc., en 
regardant ensuite A, u, etc., comme constantes dans les différentiations en S. 

Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction T, 
n’entrent point dans V, ni dans L, M, etc., les équations relatives aces varia- 
bles ne contiendront que des termes différentiels, et l'intégration n’en sera 
(jue plus facile, surtout si ces variables ne se trouvent dans T que sous la 
forme différentielle. C'est ce qui aura lieu lorsque, les corps étant attirés vers 
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des centres, on prendra les distances à ces centres, et les angles décrits 
autour d’eux pour coordonnées. 


14 . Une intégration qui a toujours lieu lorsque les forces sont des fonc- 
tions de distances, et que les fonctions T, V, L, M, etc., ne contiennent 
point la variable finie t, est celle qui donne le principe de la conservation 
des forces vives. Quoique nous ayons déjà montré comment ce principe 
résulte de notre formule générale de la Dynamique (sect. III, art. 34), il ne 
sera pas inutile de faire voir que les équations particulières déduites de cette 
formule, fournissent toujours une équation intégrable, qui est celle de la 
conservation des forces vives. 

Ces équations, considérées dans toute leur généralité, étant chacune de la 
forme (art. Il) 


d. 


JT 

àd$ 


JT JV . JL JM 

«1?+ jT + a j* + fl TÏ 


o, 


si on les ajoute ensemble après les avoir multipliées par les différentielles 
respectives d%, d-$, etc., et qu'on fasse attention que les quantités V, L, 
M, etc., sont par l’hypothèse des fonctions algébriques des variables 
4, etc., sans <, il est clair qu'on aura l’équation 


/ , JT JT\ I , JT JT\ , , 

\ d - Jll ~ Jî ) + \ d - 33? ~ 3f) 

• é/V -f- A(/L iudy I ■+* • • • — - — o j 


mais L = o, M = o, etc., étant les équations de condition, on aura géné- 
ralement dh = o, = o, etc.; par conséquent, l’équation précédente 
se réduira à 


- vf ) -h . . . -h av = o. 

Or on a 


et comme T est une fonction algébrique des variables Ç, 4> etc. , et de leurs 
différentielles d%, d 4, etc., sans t, on aura 




JT 

dd'if 


d* 4- 
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donc l’ équation deviendra 

laquelle est évidemment intégrable, et dont l’intégrale est 

Ui d Z + 8 Jf + ’ • • - T ' + V = const. 


Maintenant, puisque T = S m, il est évident que, quelques 

variables qu’on substitue pour ,r, j, z, la fonction résultante sera nécessaire- 
ment homogène et de deux dimensions, relativement aux différences de ces 
variables; donc, par le théorème connu, on aura 


5T à r , I rp 

73ï d Z~*’ïïf d '+' h 2 r ‘ 

Donc l'intégrale trouvée sera simplement T -t- V = const., laquelle con- 
tient le principe de la conservation des forces vives (sect. III, art. 34). 

Si la quantité V n’était pas une fonction algébrique (*), on n’aurait pas 

rfV = ’Çr d% et si les quantités T, L, M, etc., contenaient aussi la 

variable t, alors leurs différentielles r/T, d L, r/M, etc., contiendraient aussi 
les tenues ^ J- dt, dt, dt, etc. ; donc les réductions qui ont rendu l'é- 
quation intégrable n’auraient plus lieu, ni par conséquent le principe tfe la 
conservation des forces vives. 


la. Quoique le théorème sur les fonctions homogènes dont nous venons 
de parler, soit démontré dans différents ouvrages, et qu'on puisse, par con- 
séquent, le supposer comme connu, la démonstration que voici est si simple, 
que je ne crois pas devoir la supprimer. Si F est une fonction homogène de 


(*) Il faut, pour comprendre ce passage, se rappeler la définition de la fonction V. On a posé 
(art. 9) d n r= P dp -f- Q dq H dr -f- . . puis ensuite V = S lira. Pour que V soit, suivant l’ex- 
pression deLagran^, une fonction algébrique, il faut et il suffit que 1! en soit une, c’esr-îi-dire que 
P dp + + ... soit une différentielle exacte; si cela n’a pas lieu, la fonction n n’existe 

plus, et il en est de même de V : fonction algébrique signifie simplement ici fonction , et cette expressirfti 
ne doit, en aucune façon , être regardée comme opposée ht celle de fonction non algébrique. 

(/. Bertrand. ) 
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différentes variables x, y, etc., et qu’elle soit de la dimension n, il est clair 
qu’en y mettant ex, ay, etc., à la place de x, y, etc., elle deviendra nécessai- 
rement a" F, quelle que soit la quantité a. Donc, faisant a = 1 -+- a, et regar- 
dant a comme une quantité infiniment petite, l'accroissement infiniment petit 
de F, dûaux accroissements inliniment petits ax, ay, etc., de x,y, etc. , sera 
na F. Mais en faisant varier .r, y, etc., de ax, ay, on a, en général, pour la 
variation de F, 


4F 

j— ax 
ax 


4F 

V ar 


Donc, égalant ces deux expressions de l’accroissement de F, et divisant par «, 
on aura 


«F = 


Ti 


x 


4F 

3J 


7T- r 


ltî. L’intégrale relative a la conservation des forces vives est d'une 
grande utilité dans la solution des problèmes de Mécanique, surtout lorsque 
la fonction T ne contient que la différentielle d’une variable qui ne se trouve 
point dans la fonction V ; car cette intégrale servira alors à déterminer cette 
meme variable, et à l’éliminer des équations différentielles. 

A l'égard des intégrales qui se rapportent à la conservation du mouvement 
du centre de gravité, et au principe des aires, et que nous avons déjà trou- 
vées d’une manière générale dans la sect. III, elles se présenteront d’elles- 
mèmes dans la solution de chaque problème, pourvu qu'on ait soin, dans le 
choix des variables, de séparer le mouvement absolu du système, des mou- 
vements relatifs des corps entre eux, ainsi que nous l’avons fait dans la 
section citée. 

Les autres intégrales dépendront de la nature des équations différentielles 
de chaque problème; et l’on ne saurait donner de règle générale pour les 
trouver. Il y a cependant un cas très-étendu, qui est toujours susceptible 
d’une solution complète en termes finis; c'est celui où le système ne fait que 
de très-petites oscillations autour de sa situation d'équilibre. Nous destinons 
une section particulière à ce problème, à cause de son importance. 


17. Lorsque le système dont on cherche le mouvement est composé d’une 
infinité de particules ou éléments dont l’assemblage forme une masse finie de 
Méc, anal. I. 38 
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ligure variable, il faut employer une analyse semblable à celle que nous avons 
exposée dans le § Il «le la sert. IV de la I re partie; mais à la place de la carac- 
téristique d, que nous y avons employée (art. 1 1 et suiv.) pour désigner les 
différences des variables relatives aux différents éléments du système, il faudra 
substituer la caractéristique I), qui répond à la caractéristique intégrale S, 
relative à tout le système, afin de pouvoir conserver l’autre caractéristique d 
pour les différences relatives au temps, auxquelles nous l'avons destinée dans 
la sect. Il de la seconde partie, art. 7. 

Ainsi en nommant m la masse entière, et Dm un rie ses éléments, il faudra 
mettre Dm au lieu de m dans les expressions de T et de V de l'art. 10. 

S’il y a pour charpie élément du corps des forces F, G, etc., qui tendent 
à diminuer les quantités f, g, etc., dont ces forces sont fonctions, il faudra 
ajouter à la valeur de V les expressions SfFdf, SfGdg, etc. 

Et s'il y a des équations rie condition L = o, M = o, etc., qui doivent 
avoir lieu à chaque point de la masse m, il faudra mettre SZiSL, Suc M, etc. , 
à la place de AaL, u«M, etc., dans les formules de l’art, il. 

Les quantités J , g, etc., ainsi que L, M, etc., pouvant renfermer des 
différences des variables relatives à la caractéristique D, il faudra alors faire 
disparaître les doubles signes oD, 2D’, etc., par l’opération connue des inté- 
grations par parties, de manière qu’il ne reste sous le signe S que les varia- 
tions simples marquées par o; et les termes hors du signe S se rapporteront 
uniquement aux extrémités des intégrales. 

Il faudra enfin avoir égard aussi aux forces et aux équations de condition 
relatives à des points déterminés de la masse m, et en tenir compte dans la 
formule générale; mais elles ne donneront que des termes indépendants du 
signe S. 

Les variations qui resteront sous le signe S donneront, en égalant leurs 
coefficients à zéro, autant d'équations indéfinies pour le mouvement de 
chaque élément du système ; et les variations hors du signe donneront des 
équations déterminées pour certains points du système. 
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CINQUIÈME SECTION. 

MÉTHODE GÉNÉRALE D'APPROXIMATION POL'lt LES PIIOHLÈMES DE DYNAMIQUE, 
FONDÉE SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 

Les équations générales que nous avons données dans la section précé- 
dente étant du second ordre, demandent encore des intégrations qui surpas- 
sent souvent les forces de l’analyse connue ; on est obligé alors d’avoir recours 
aux approximations, et nos formules fournissent aussi les moyens les plus 
propres à remplir cet objet. 

1. Toute approximation suppose la solution exacte d’un cas de la ques- 
tion proposée, dans lequel on a négligé des éléments ou des quantités qu’on 
regarde comme très-petites. Cette solution forme le premier degré d’approxi- 
mation, et on la corrige ensuite en tenant compte successivement des quan- 
tités négligées. 

Dans les problèmes de Mécanique qu’on ne peut résoudre que par approxi- 
mation, on trouve ordinairement la première solution en n’ayant égard qu’aux 
forces principales qui agissent sur les corps; et pour étendre cette solution 
aux autres forces qu’on peut appeler perturbatrices, ce qu’il y a de plus sim- 
ple, c’est de conserver la forme de la première solution, mais en rendant 
variables les constantes arbitraires qu’elle renferme ; car, si lesquantités qu’on 
avait négligées, et dont on veut tenir compte, sont très-petites, les nouvelles 
variables seront à peu près constantes, et l’on pourra y appliquer les méthodes 
ordinaires d’approximation. Ainsi la difficulté se réduit à trouver les équa- 
tions entre ces variables. 

On connaît la méthode générale de faire varier les constantes arbitraires 
des intégrales des équations différentielles, pour que ces intégrales convien- 
nent aussi aux mêmes équations augmentées de certains termes; mais la 
forme que nous avons donnée, dans la section précédente (art. 10) , aux équa- 
tions générales de la Dynamique, a l’avantage de fournir une relation entre 
les variations des constantes arbitraires que l’intégration doit y introduire, 
laquelle simplifie singulièrement les formules de ces variations, dans les pro- 
blèmes où elles expriment l’effet des forces perturbatrices. Nous allons d’a- 
bord démontrer cette relation ; nous donnerons ensuite les équations les plus 
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.simples pour déterminer les variations des constantes arbitraires dans les 
problèmes dont il s'agit. 

Jj I. — Où l'on déduit des équations données dans la section précédente, 

une relation générale entre les variations des constantes arbitraires. 

2. Soit un système quelconque de corps in, animés par des forces accélé- 
ratrices P, Q, R, etc., qui tendent à des centres quelconques fixes ou non, 
et qui soient proportionnelles à des fonctions quelconques de leurs distances 
p , q, r, etc., à ces centres. 

Supposons qu’en ayant égard aux équations de condition du système, 
on ait exprimé les coordonnées x, y, z de chacun des corps, en fonctions 
d’autres variables £, etc., qui soient tout à fait indépendantes entre 

elles, et qui suffisent pour déterminer la position du système à chaque 
instant. 

On aura, pour le mouvement de tout le système, les équations de l’art. 10 
île la section précédente, et il est facile de voir que ces équations seront du 
second ordre par rapport aux variables £, P, etc. ; de sorte que les valeurs 
complètes de ces variables, qu’on trouvera par l’intégration, et qui seront 
exprimées en fonctions du temps t, contiendront deux fois autant de con- 
stantes arbitraires qu'il y a de variables. Comme ces constantes doivent 
demeurer arbitraires, on peut les foire varier à volonté ; ainsi on pourra dil- 
férentier les équations dont il s’agit relativement à ces constantes, qui sont 
supposées contenues dans les expressions des variables £, 4, ®, etc. 

3. Faisons, pourplusdesimplicité, d% — %'dt, d-\ = dt ,d$-=<p' dt , 
la quantité T deviendra une fonction de £, 4> etc. , et de Ç', 4', etc. ; 
et si les forces tendent à des centres fixes, ou à des corps du meme système, 
la quantité V sera une simple fonction de Ç, -J . , etc. Dans ce cas, en faisant 
Z = T — V, on aura 

JT _ JZ JT JZ JT __ JZ 

J è t'di ’ Jrf<|> J(|i ’dt ’ J dj ây'ilt * * ' * ’ 

où l'on pourra changer la caractéristique S en d , puisqu'elle ne sert qu'à 
représenter des différences partielles. 

Ainsi les équations différentielles du mouvement du système (art. 10, sec- 
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Soi 


tion precedente), étant multipliées par dt, se réduiront à cette forme plus 
simple, 


d. 


,17. ,17. 

Tl' - Ti 


dt — o, 


d. 

d. 


dZ 

d-y 


,17. 

d$ dt = 0 ' 


r/Z r/Z , 

do' df dt — °' 


• 4 . DilTérentions ces équations par rapport à la caractéristique iî (*), que 
nous regarderons comme relative uniquement aux variations des constantes 
arbitraires qui sont censées contenues dans les expressions des variables g, 
4, Q, etc., dont Z est fonction; et comme la caractéristique d, qui affecte les 

termes d. d . etc., n’est relative qu’à la variable t qui représente le 

temps, on pourra, par les principes du calcul des variations, changer la 
double caractéristique Sd en dS \ de sorte qu’on aura les équations 

•IS.ÿ-S-%dl=o, 

d&. M_fMdt = O, 

« <p dtf 


De même, si pour représenter des variations différentes des mêmes con- 
stantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, on aura 

dZ A ,17 . 

dA dî'~ = 

,, d7. dZ ,, 

d *TŸ~ à dŸ dt = °' 

J A dZ dZ . 

d A . - 7 —, — A . j ■ dt = o, 

dtf' d<f 


(*) On suppose ici que ces équations ayant été intégrées, on ait substitué aux variables f,..., 
leurs expressions générales fournies par cette intégration. Les équations deviennent alors identiques, 
et l'on peut les différentier par rapport aux diverses lettres qui y figurent. (/. Bertrand. ) 
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5. Multiplions maintenant les premières équations respectivement par AÇ, 
A4, etc., et retranchons de leur somme celle des dernières équations 
multipliées respectivement par <î£, <S4> etc., on aura 

Ag<W.j|, A4<W- jÿ -+- A<p dS. ~ . . . 

“ l ~ H- S«PA.^ = °. 

Or *ZdS.~, = </. ( Ag$. A?S. mais dA£= Arf? = Ag'rff, 

à cause de = Ç'rZt (hyp.) ; donc 

On aura |)areillement 

SÇrfA . = rf. (^A. g) - SÇ' A . g, rff, 

et ainsi des autres formules semblables. 

Par le moyen de ces transformations, l’équation précédente deviendra de 


cette forme. 



d. 

a >* ' dZ . i n dZ 

1 A4S.JJP + 

. .. r/Z 

a?û -?4'’ + - 

1 V . dZ N 1 rfZ 

|- «4A.^,- 

« . di 

8? a -ay — 


aÇS. rfz . . J, rfz 

I Î7j-+- + 

L » r/Z 
A^Ô . — -f- 
r/ ? 


! i « f > dZ . i/N rfZ . / ts f/Z 

I -+- AÇ -4- à^d.^-h ipc.^-h 

— 1 i 

f JJ \ J 1 . If/Z 

| J 5A-3|--f- + 

. . r/Z , 
S?A.^ H- 


1 i » dZ * i#. dZ 

! + {? A.Jj>+ *4 A-^. H- 

+ 
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flTL d 7 

t>. Or, si l'on développe les expressions à. > S. ~ » etc., ainsi que les 
<7/ <ML 

expressions semblables A . , A . > etc. , en regardant Z comme fonction 

•K? 4, <p, etc., et de 4 i <P\ etc -> >1 est facile de voir que les termes 

multipliés par dt dans l’équation précédente, se détruisent mutuellement. 
En effet, on a 


r/Z 

31 

r/’Z 

= 

r/’Z t , 

r W s 4 + - 

r/’Z „ 


r/’Z . 

r/Z 

r/’Z ... 


r/’Z t 


r/’Z „ ,, 

z/l^r 

— d\d-^ 


’ d^dl' ' 


dfiiÿW ■*"•••» 

r/Z 

r/’Z n w 

r/’Z . , 

r/’Z : 


r/’Z . 

'/«' 

= dfdT c? 

r/^r/f' + ' 

• • -t- rf? r, 

+ dPTTÿ^ 

r/Z 

r/'Z •*_ 

— r/£r/<jr' + 

r/’Z , . , 

®4 + 

r/’Z 

r/t'r/f 

r«r- 

> i/ 

+" dp °> 


ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux différences partielles 
de Z, ce développement 


w \ f/7 » (t- f a y / > (i Æj . If % 

£*• rfF *+■ rfï ■+" A 4 *• 




i? rfz 

3? 


, s r/z 




( r S rfz 
1 tff 1 


= ^ aÇo? -f- S ( + *48?) S *4«4 




jpF (a4$?'-*- a?'« 4) -+- ,^-p (a4«4'-+- *4'84) 


r/’Z 


</*z 


r/’Z 


//■Z 


t- "+■ (A W + *4'*?') + ip * W' 


Kn changeant les caractéristiques 5, A l’une dans l’autre, on aura le dévt 
loppement de l’expression semblable 


S?a.^ + S4a. 


tity 


■ srA.f + s 4 ' A -g 
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Mais on voit que ce changement n’en produit aucun dans le développement 
précédent ; d’où il suit que les deux expressions sont identiques : de sorte 
que, comme elles se trouvent dans l’équation ci-dessus avec des signes diffé- 
rents, elles doivent s’y détruire. • 


7. Ainsi on aura simplement l'équation 


A£3. 


' di' ' 

'CA 


A I S dZ 


AçS. 


,ri 

•h' 


A , ,17. A dl 



O, 


dans laquelle on peut changer Z en T, puisque Z = T — V, et que V ne 
doit point contenir les variables -J,', <p', etc. (art. 3). 

On voit par cette équation que la quantité 


A?i 

-S$A 


dV 


■ d<), 



0-J.A . 


d T 

*¥ 


A tpi 


OCA 



dT 

dy 


est toujours nécessairement constante relativement au temps I, auquel se 
rapportent les différentielles marquées par la caractéristique d; que, par 
conséquent, si l’on y substitue les valeurs des variables £, 4> etc., expri- 
mées en fonctions de t et des constantes arbitraires, déduites des équa- 
tions d’un problème quelconque de Mécanique, la variable t s'évanouira 
d'elle-mème, quelles que soient les variations qu'on fera subir à ces con- 
stantes dans les quantités affectées des caractéristiques S et A; ce qui est 
une nouvelle propriété très-remarquable de la fonction T, qui représente 
la force vive de tout le système, et ce qui peut fournir un critère général 
pour juger de l'exactitude d'une solution trouvée par quelque méthode 
que ce soit. Mais l’usage principal de cette formule est pour la variation des 
constantes arbitraires dans les questions de Mécanique, comme nous allons 
le montrer. 
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Joo 


§11. — OU l'on donne les équations différentielles les plus simples pour 
déterminer les variations des constantes arbitraires, dues à des forces 
perturbatrices . 


8. Supposons maintenant qu après avoir résolu le problème contenu dans 
les équations différentielles de l’art. 3, par l’intégration complète de ces 
équations, il s’agisse de résoudre le même problème, mais avec l’addition de 
nouvelles forces appliquées au même système, tendantes à des centres fixes 
ou mobiles d’une manière quelconque, et proportionnelles à des fonctions 
des distances aux centres. Ces nouvelles forces, qu’on peut regarder comme 
des forces perturliatrices du mouvement du système, étant d'urie nature sem- 
blable aux forces P,Q,R, etc. , d'où dépend la fonction V, ajouteront à cette 
fonction une fonction analogue que nous désignerons par — ii. De sorte 
qu il n’y a qu'il mettre V — il à la place de V, dans les équations de l’art. 10 
(section précédente), et, par conséquent, Z — fl à la place de Z, dans les 
ternies de celles de l’art. 3, qui contiennent les différences partielles de Z 
relatives à Ç, 4> <P, etc. . pour avoir les équations du nouveau problème, les- 
quelles seront ainsi, 


d. 

d. 


HZ 


• J, ,nl J, 

Hf Ht * — dl dt ' 


H il 


HZ 

2§‘ 


HZ ,, Hil 

-çdt = ^dt. 


, dl, dl . dil . 

a . - 7—7 5 — dt — - dt , 

dy d o dy 


9. Si 1 on suppose connues les expressions des variables £, 4i etc., 
en t et en constantes arbitraires, dans le cas où les seconds membres de ces 
équations sont nuis, on peut, en conservant ces mêmes expressions, mais en 
rendant variables leurs constantes arbitraires, fa in» en sorte qu’elles satis- 
fassent aussi à la totalité de ces équations ; et l’objet de l’analyse que nous 
allons exposer, est de donner les formules les plus simples pour la détermi- 
nation de ces constantes devenues variables. 

.Nous remarquerons d’abord que, puisque ces constantes sont en nombre 
double de celui des variables £, 4 , <P, etc. , comme nous l’avons déjà observe 
(art. 2), et, par conséquent, en nombre double de celui des équations aux- 

àftt. anal. I. 3«j 


Digitized by Google 



io6 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

quelles il faut satisfaire, on pourra encore les assujettira un nombre de con- 
ditions arbitraires égal à celui de ces variables. 

Les conditions les plus simples et en même temps les plus appropriées à la 

chose, sont que les valeurs de ^ , e tc., conservent aussi la même 

forme que si les constantes n’y variaient point. De cette manière, non-seulc- 
ment les espaces parcourus par les corps, mais encore leurs vitesses seront 
déterminées par des formules semblables, soit que les constantes arbitraires 
demeurent invariables, comme lorsqu'il n’y a point de forces perturbatrices, 
soit qu’elles deviennent variables par l'effet de ces forces. 

Ces conditions auront de plus l'avantage de réduire au premier ordre les 
équations différentielles entre les nouvelles variables, de sorte qu’on aura un 
nombre double d'équatioas, mais du premier ordre seulement. 

10 . En employant, comme dans l’art. 4 , la caractéristique à pour dési- 
gner les différentielles dues uniquement à la variation des constantes arbi- 
traires, tandis que la caractéristique d ne se rapporte qu’aux différentielles 
relatives au temps t, les conditions dont nous venons de parler seront expri- 
mées par les équations 

cfj; = o, £->J. = o, Sq = o, . . . , 

dans lesquelles il faut remarquer que toutes les constantes arbitraires doivent 
devenir variables à la fois, de sorte que la caractéristique S indiquera dans 
la suite la variation simultanée (*) de toutes les constantes arbitraires, au lieu 
que dans les formules de l'art. 4 et suivants, la même caractéristique dénotait 
en général les différentielles relatives à la variation de toutes les constantes, 
ou seulement de quelques-unes d’entre elles à volonté, ainsi que l’autre 
caractéristique A. 

Donc, en faisant tout varier, les différentielles de £, 4> <P> etc., seront 
simplement d% , d-J,, d<p, etc., ou bien f ;'dt, ■yf.'dt, Q'dt, etc., comme si le 
temps seul variait. 

Ainsi, dans les équations de l’art. 8, la fonction Z sera la même, soit que 


(*} C’est-H-dire la variation des fonctions qui remplacent ces constantes, et qui, dans chaque pro- 
blème, sont parfaitement déterminées, de telle sorte que leur valeur soit une fonction du temps dont 
la variation n’a rien d'aibitrairr. (J. Bertrand. 
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les constantes arbitraires soient censées variables ou non ; mais en regardant 
ees constantes comme variables, les différences d. ^ > d . , d . , ete. , 


devront être augmentées des termes & . > S. J. ^ > etc., dus 


^/Z 


dZ 


la 


variation des constantes. 

D’un autre côté, comme par l'hypothèse les fonctions de t et des con- 
stantes qui représentent les valeurs de 4> etc. , satisfont identiquement 
aux mêmes équations, sans leurs seconds membres, dans le cas où ces con- 
stantes ne varient pas, quelles que soient d’ailleurs leurs valeurs, il est clair 
que les termes 





dZ , . dZ dZ j 

—.dt, d.^—^dt,.... 


se détruiront d’eux-mèmes, et pourront, par conséquent, être effacés. 

On aura donc simplement, pour la variation des constantes arbitraires, les 
équations 


S. 


dZ 

T? 



, dL Hîl , r dZ 
= A -d$ 


dSl 


qu’il faudra combiner avec les équations données ci-dessus, <5£ = o, = 

Sp = o, etc. 

Ces équations étant en nombre double de celui des variables £, p, etc., 
et, par conséquent, en même nombre que les constantes arbitraires (art. 2), 
serviront à déterminer toutes ces constantes devenues variables. 


II. Les équations qu'on vient de trouver étant multipliées respective- 
ment par a£, A 4, Aa, etc., et ensuite ajoutées ensemble, donnent 
r jl. dZ « e. dZ ts f/Z 

(da ~ dti . da A \ . 

~\dî 5 + 

Ici AÇ, a 4, A<p, etc., indiquent, comme dans l’art. 4, des différentielles des 
fonctions £, 4» 9, etc. , prises en làisant varier seulement les constantes arbi- 
traires d’une manière quelconque, soit qu’elles varient toutes en même 
temps, ou (]udt]ues-unes seulement à volonté. 

Or, en regardant ü comme une fonction de Ç, etc • > on aura, en 

3g. 
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différentiant par rapport à A, 

_ dCl r rfCl . i tiïl . 
A.O_^A5-(- 3 ^A4-t-^-A | p-t- 

Donc on aura 

A.lî<& = +A4<î. -f- -+- 

Retranchons du second membre de cette équation la quantité 

pi» . p/Z p » p/Z ^ . p/Z 

< ^ A- 3? ? ■+* •+••••’ 

qui est nulle en vertu des équations de condition S%=o, <S4 = o, 
$<p= o, etc., on aura cette formule générale, 

. .. I. . k» fk dZ I ft dZ a dZ 

A.Q<*_ A£<f.^ -+- A4<f- •+- ■+• • • ■ 

= -+- M-<T. ^ -h A<p<F. ^ -+- • • • 

-JÇA 

en changeant Z en T, comme dans l’art. 7. 

On voit que le second membre de l’équation précédente est la même fonc- 
tion que nous avons vu devoir être indépendante du temps t (art. 7) : d’où 
il suit qu’après y avoir substitué les valeurs de Ç, 4 > en fonctions 

de t et des constantes arbitraires, on pourra y faire t nul ou égal à une valeur 
quelconque. 

12. Donc, si l’on suppose, ce qui est toujours permis, que ces (onctions, 
ainsi que celles qui représentent les valeurs de ^ 7 < > ^ 7 » etc., soient 

développées en séries de puissances ascendantes de t, de cette manière: 

Ç ûe H” a t -f- a * /* -4- se w /* -4— . . » , . 

4 = (3 ■+■ p't -+- j9 V -t- p V . . . , 

<P —y -+->'/ -t- >V-+- >V-+- ... , * 
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= A -h A'« -+- AV 4- A"*’ 4- 
«5 

<*T ... i, . , ..w«« , 

jp = t a-h/A t -hf* t -+- 


JT 

tff 


?'t 4- »V- 




»°9 


et qu'on substitue ces valeurs dans le second membre de l'équation de l'ar- 
ticle précédent, on pourra y faire t — o, ce qui les réduira aux seuls pre- 
miers termes «, ^3, y, etc., A, u, », etc. 

Cette équation se réduira ainsi à la forme 

A .üdt = AcuTa A3iu -t- by&r 4- . . . 

— A Ai îa — AuSfi — AtSy — .... 

13. Les quantités a, ,3, y, etc., A, 4 , », etc., ne peuvent être que fonc- 
tions des constantes arbitraires que la double intégration introduit dans les 
expressions finies des variables £, 4> <P> etc., et l’on peut aussi les prendre 
pour ces mêmes constantes. 

Lu effet, les constantes arbitraires qui donnent à la solution d’un pro- 
blème de Mécanique toute l’étendue qu’elle peut avoir, sont les valeurs ini- 
tiales des variables, ainsi que celles de leurs différences premières, c’est-à-dire 

les valeurs de Ç, 4 > <pj de. , et de ^ i ÿ > ^ » etc. , lorsque t = o ; ces valeurs 

sont donc, dans les expressions de £, 4 > 9i etc. , que nous avons adoptées, », 
jS, y, etc. , a, j3', y', etc. Or, T étant une fonction donnée de £, 4> <P, etc. , 

et de i;' = . 4 * = ^ > <p' — ^ i etc. , il est clair qu’en faisant t — o dans 

les fonctions ^ i etc., ce qui les réduit à A, «, », etc., ces con- 
stantes A, u, », etc., seront les mêmes tondions des constantes a, ,3, y, etc., 
a', ,3', etc. ; que les fonctions -jj -, i etc., le sont des variables 

£, 4. V > etc., 4', p', etc. Par conséquent, au fieu de prendre immédiate- 
ment a, j3', etc., pour constantes arbitraires, on peut prendre celles-ci, 
A, u, », etc., qui en dépendent. Ainsi on aura », ,'j, y, etc., A, h, », etc., 
pour les constantes arbitraires des expressions de Ç, 4 > de. ; et l’on voit 
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3lO 

que le nombre de ces constantes sera précisément double de celui des varia- 
Me* 4. etc - 

De cette manière, la différentielle A. U, dans laquelle la caractéristique A 
ne doit affecter que les constantes arbitraires contenues dans ii, à raison des 
valeurs de Ç, 4- > etc. , qui renferment ces constantes, deviendra 


A. 11= 

dx 


<m. f. tia K 


da . . da . da . 

’ TT* ûk A ~~ — u jLA -f- ~ir~ & 
a). du dit 




En la substituant dans le premier membre de l’équation de l’article précé- 
dent, et ordonnant les termes par rapport aux différences marquées par A, 
on aura 


(Sr ** — ^ A ) Afl( ■+■ {i% dt —**) A P + (jrj dt — Sr ) â > ■+■ • • • 

-I- ( dt 1 -f- Ja ) AA -f- ^ ^2 dt -+- Jfl'jùu -t- -+- Sy ) A» -f- . . . =o. 


Comme on peut donner aux différences Aa, A ,3, etc., marquées par la 
caractéristique A, une valeur quelconque, il faudra que l'équation soit véri- 
fiée, indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant d’équations 
particulières, telles que 


da 

da 

7k 


dt = J A, 

dt = — Sa, 


f <*=•'«. 


da 

Hy 

dO. 

d y 


dt = <5r, . . . , 
dt — — Sy, 


14. Les différences marquées par la caractéristique S sont proprement les 
différentielles des constantes arbitraires devenues variables (art. 10 ); ainsi, 
comme ces différentielles peuvent maintenant être rapportées également au 
temps t, il est permis et même convenable de changer le S en d, et l’on aura, 
pour la détermination des nouvelles variables a, (3, y, etc.. A, u, v, etc., les 
équations 

da _ da dp da dy _ da 

dt dt dt dfi ' dt dy ’ " " " ’ 


di _ <m d? _da d v _ da 

dt da' tlt 7$ ' dt dy' ‘ ‘ ‘ ’ 
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qui sont, comme l’on voit, sous une forme très-simple, et qui fournissent 
ainsi la solution la plus simple du problème de la variation des constantes 
arbitraires. 

15. Comme la fonction U renferme les quantités a, p, y, etc. , A, «, », etc., 
il faudra les regarder aussi comme variables dans les différences partielles de 
cette fonction ; mais lorsque la valeur de O, qui dépend des forces j»ertur- 
batrices, est supposée fort petite, il est clair que les variations de ces quan- 
tités seront aussi fort petites, et qu’on pourra, dans la première approxi- 
mation, les regarder comme constantes dans les différences partielles de li, 
et n’avoir égard à leur variabilité que dans les approximations suivantes. 

Dénotons par a, b, c, etc., I, m, n, etc., les parties constantes de a, p, 
y, etc.. A, «, », etc., et par a', p', y', etc., a', u, »', etc., leurs parties 
variables, qui, étant de l’ordre de la quantité fl, seront nécessairement très- 
petites, et soit O la valeur de fl, en y changeant a, p, y, etc. , A, u, », etc. , 
en a, b, c, etc. , /, m, n, etc. 

On aura ainsi 


« = p = b -+- p', y = c +y',..., 

A = l a’, u — m-h u', » — n- 1- » , ) . . . , 


et l'on aura par le développement 


<fO , AO r , A O , 

fl = ° -H ^ a + ^ p > + 


rfO . dO , 
+ ~dî A + Am ^ 


JO 

dn 


f +M. 


Les équations différentielles de l'article précédent donneront 


dp'=-%dt, dy'=-*£<h,... t 

rf A = f^. i 

car il est évident que les différences partielles relatives à «, p, y, etc.. A, u, 
», etc., peuvent être rapportées aux quantités analogues a, &*, c, etc., I, ni, 
n, etc. 

Pour la première approximation, on aura fl = O, O étant une simple 
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fonction de t ; donc on aura par l’intégration 



En substituant ces valeurs dans l’expression de fl, on aura pour la seconde 
approximation, 

n = 0 


dO 
dl , 
dO 
dm 




et ainsi de suite. 

16 . 11 y a ici une remarque importante à faire. Si la fonction (3 ne con- 
tient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il est clair que la valeur 
de n ue contiendra, dans la première approximation, que les mêmes sinus 
et cosinus. Mais on pourrait douter si, dans l’approximation suivante, elle 
ne contiendrait pas des termes où le temps t serait hors des signes de sinus 
et de cosinus, et qui, croissant continuellement, augmenteraient à l’infini la 
valeur de fl, et rendraient, par conséquent, l'approximation fautive. 

Pour lever ce doute, nom remarquerons que de pareils termes ne pour- 
raient venir que d’une partie constante de fl, c'est-à-dire dégagée de tout 
sinus ou cosinus renfermant le t. 

Soit donc A cette partie qui sera fonction des constantes arbitraires a, |3, 
y, etc., A, n, », etc. Ainsi O contiendra une pareille fonction de a, b, 
c, etc., I, m, n, etc., que nom dénoterons encore par A. 

En substituant A au lieu de O dans l’expression de fl de l’article précé- 
dent, on aura la partie de fl, due à la constante A, dans la seconde approxi- 
mation, et cette partie sera 

. d A d A d A d A 

A H ~ UT dï 1 ~ dâ ~df * 

^ d A d A dAdA 

# dm db t db dm 


où l’on voit que les termes affectés de t se détruisent mutuellement. 
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Ainsi l’on est assuré que la seconde approximation ne donne dans 11 aucun 
terme qui croisse avec le temps t; mais il resterait à voir s’il en pourrait 
naître dans les approximations suivantes. 

Au reste, le même terme constant A pourrait donner encore dans O des 
termes multipliés par t, étant combiné avec des termes non constants de la 
même fonction 11 ; mais alors le t qui se trouverait dégagé des sinus et cosinus, 
serait en même temps multiplié par des sinus ou cosinus d’angles propor- 
tionnels au temps. La même chose aurait lieu si le coellicient de t sous les 
signes de sinus et cosinus était fonction des constantes arbitraires a, Çl,y, etc. , 
parce qu'alors les différentiations partielles de 11, relatives à ces constantes, 
feront sortir le t hors des sinus ou cosinus. Mais on peut remarquer, en 
général, que lorsque les approximations successives font paraître des termes 
de la forme dont il s’agit, dans lesquels des sinus ou cosinus se trouvent 
multipliés par l’angle qui est sous ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes 
sont presque toujours le résultat du développement d’autres sinus ou cosinus, 
et l’on peut les éviter en intégrant directement les équations différentielles 
entre les constantes arbitraires devenues variables. 

17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées soient 
celles qui se présentent le plus naturellement, et qui donnent les résultats 
les plus simples, il arrive souvent que les différentes intégrations introduisent 
à leur place d’autres constantes, mais qui ne peuvent être que des fonctions 
de celles-là. 

Nous désignerons, en général,' les constantes arbitraires qui sont censées 
entrer dans les expressions des variables £, 4, etc. , par a, b, c,f, g, etc. , 
dont le nombre doit être également double de celui des variables; et pour 
avoir les relations entre ces nouvelles constantes et les premières, il suffira 

de supposer t = o dans les valeurs des fonctions £, 4> 9 > etc., 

■^ 7 > etc., et d’égaler les résultats aux quantités a, ji, y, etc., A, n, », etc. 

De cette manière on aura autant d’équations entre ces différentes constantes, 
par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de a, b, c,f, g, etc., en 
fonctions de a, p, y , etc., A, u, », etc. 

Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la différentiation nous 
Méc. anal. I. 4° 
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*** = Ta <la + % rf * 3 ^ Ty^ + • • • 

da . da • da » 

Donc, substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de da, dfi, etc., 
et divisant par dt, on aura 

da lia d(l da dû da dil 

dt «IX da dp dfi dv dy 

da dfl da dfl lia d fi 

da r/X i/j3 rTÿ d'j 

Il en est de même des valeurs de etc., pour lesquelles il n’y aura 

qu'à changer dans l’équation précédente a en b, en c, etc. 

18 . Mais ces formules contiennent encore les différences partielles de i! 
relatives aux constantes a, fi, y, etc., et il s’agit de les changer en diffé- 
rences partielles relatives à a, b, c, etc., ce qui est facile par les opérations 
connues. 

En effet, comme U est censée maintenant fonction de a, b, c , etc., et que 
ces quantités sont elles-mêmes fonctions de a, fi, y, etc., A, «, », etc., on a 
tout de suite, par l’algorithme des différences partielles, 

dt l dfl da dSÏ db • dfï de 

da da da db da de îla ’ 

fin _ da i ta da db da de 

dfi — da dfi^TS dfi^ de dfi ’ 


et il n’y aura plus qu'à substituer ces valeurs dans celles de etc., de 

l'article précédent. 

En faisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport aux diffé- 
rences partielles de O, on voit d'abord que le coefficient de est nul dans 


la valeur de que celui de ^ est nul dans la valeur de etc. 
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da 


Ensuite si, pour représenter la valeur de ^ , on emploie la formule 

dfl 


on aura 


da . > i rift < . r/H . 

_ = (o,é) ^ ■+■ (a,c) •+■ («,/) w 


da 

db 

da db 

da 

db 

— dl 

da 

dfi dp 

+ Tv 

dy 

da 

db 

fia db 

da 

db 

da 

dl 

dp dp 

dy 

dv 

da 

de 

da de 

da 

de 

~~ Tl 

da 

+ Tudï 

+ T, 

7 ^ 

da 

de 

da de 

da 

de 


da dl dp dp. dy dv 


Et pour avoir la valeur de ^ > il n’y aura qu’à changer Hans res formules 
a en b et h en a, en remarquant que l’on a (b, a) — — (a, b) ; on aura ainsi 


db 

dt 


, iv dfl /L .fi fl ... dû 

= ~ 77» ■+* (*> c ) HT + > df 


V au ne an ne an ne 

= dïiïc^TpJê- h T* 7P,+ ■ 

db de db de db de 

da d) i dp fffi ày dv 


En général, si k représente une quelconque des constantes arbitraires a, 
b, c,f, etc., et qu'on observe que la valeur des symboles représentés par 
deux crochets devient nulle lorsque les deux lettres renfermées entre les 
crochets sont identiques, et qu’elle change simplement de signe lorsqu'on 
change l’ordre de ces lettres, on aura ces formules générales, 


dk a • \ d fl t * t \ d fl z • 

a? = in ■+■ Hb + (* ,c 


( /n 

de 


(k,a) = 


dk da 
dk da 


dk da 
d(i dp 


dk du 
dv dy 


dk da dk da dk da 

da dl dp dp dy dv 


40. 
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19. Le principal usage de ces formules est dans la théorie des planètes, 
pour calculer l’effet de leurs perturbations, en le réduisant à la variation des 
constantes arbitraires qui sont les éléments du mouvement primitif. Elles 
sont surtout utiles pour déterminer les variations que les astronomes appellent 
séculaires, parce qu'elles ont des périodes très-longues et indépendantes de 
celles qui ont lieu dans les variables primitives. 

Comme les équations de l’art. 18 ne contiennent d’autres fonctions du 
temps que les différences partielles de la fonction 11, si l’on cherche par la 
résolution en séries, ou autrement, la partie A de la fonction 11, qui est indé- 
pendante du temps t, et ne contient que les constantes arbitraires a, b, 
c, etc., il suffira de substituer, dans ces équations, A au lieu de il, et l’on 
aura directement les équations entre les quantités a, b , c, etc., devenues 
variables, et le temps t, lesquelles serviront à déterminer leurs variations 
séculaires, parce qu’elles sont débarrassées de tout sinus ou cosinus. 

§ III. — Où l’on démontre une propriété importante de la quantité 
qui exprime la force vive dans un système troublé par des forces 
perturbatrices . 

20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les variations, 
dépendent de la nature de chaque problème, et ne peuvent être déterminées 
que dans les cas particuliers. Il y en a cependant une qui a lieu, en général, 
pour tous les problèmes où V n’est fonction que de £, 4, "> etc. , c’est celle 
que l’intégration doit ajouter à t ; car, comme les équations différentielles ne 
renferment alors que l’élément dt, il est clair que dans les expressions finies 
des variables en fonction de t, on jieut toujours mettre t plus une constante 
arbitraire à la place de t. 

Désignons cette constante par K, et rapportons-y les diflérences mar- 
quées par la caractéristique A dans la formule générale de l’art. 11 . On 
aura ainsi 

jK aK , M = a 1 aK 

Mais puisque Ç, 4> etc. , sont fonctions de t -+- K, il est clair qu’on aura 

w 

rfK. _ dt ~ S ’ 
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et de même 


dtj/ di} ,, 

dK~ dt — T’ 

</? </? , 
f/ K dt ^ »••• 

Donc 


A$ = fiK, A4 = 

4 Ak, A •£ = <p'Ak 

Par la même raison, on aura 


A dz 

A ««_ 2 ? aK 
a 2{' = dt AK > 

, <zz 

Mais les équations différentielles de l’art. 3 donnent 

d "dï' dt ; 

* = 2f’ 

Donc on aura 

, dZ 

!$' d'L 

dt ~ <*Jl ’ 

. dZ dZ . v 
A J? = ds AR> 

. //Z dZ .*• 
A îp = 3 + AK >--' 


Ainsi la formule générale de l'art. Il deviendra par ces substitutions, et 
après la division par A K, 




■dî' 


di 

•3f 


dÿ 


Or on a 


d Z dZ r. * d Z e, 

r / yf dZ * t dZ f dZ \ 

ar + 4ay + *a? + -) 

dZ r w dZ a » 

</{' ^ ^ ^ * * ’ 

et comme Z est censée fonction de £, 4> P» etc., et de 4*» <p'» etc., on 
aura 

f7 </Z hw dZ f I dZ ry 

JZ = rfî ^4+^+- 

, fiZ (tyr </Z ry I f dZ ry / 

■+■ 2f ^ ■** 357 ^4 + 22 ** ■+'•'•• 


d <//' 


dÿ 
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Donc l équation précédente deviendra 


f/n . j ( K , dl. ., dZ. , dZ ™ \ 

ôK dt = *- \i 


dont le second membre doit être une fonction des constantes arbitraires, 
indépendante de t. 

21. En effet, si l’on change Z en T — V et Ç', <p', etc., en , 

'^2, etc. (art. 3), il est facile de voir que la quantité 

yftll* I f tllê f fl7t r, 

* ^7' 9 3? ' — Z 


sera la même chose que la quantité 


£L 

6 t/£ 


dt 


JT 

id’Sf 


' H 


JT 

J«/ÿ 


d<p 


— T-t- V. 


que nous avons vue être toujours égale à une constante et qui se réduit à 
T +• V (section précédente, art. 14) , d’où résulte l’équation T -t- V = H, 
laquelle exprime la conservation des forces vives du système. 

Ainsi, en prenant H pour une des constantes arbitraires, on aura pour sa 
variation due aux forces perturbatrices contenues dans la fonction Ji, cette 
formule très-simple. 


22. On pourrait aussi arriver à cette formule par un chemin plus court. 
En effet, si l’on reprend les équations de l’art. 8, qu’on les ajoute ensemble 
après les avoir multipliées respectivement par d%, d-\, d$, etc., et qu’on 
intègre en employant les mêmes réductions que nous avons pratiquées dans 
l’art. 14 de la section précédente, on parviendra directement à l’équation 

T + v-H+/("« + "s4 + "a,+ ...). 

dans laquelle la quantité qui est sous le signe intégral n’est pas intégrable 
en général, parce que la fonction iî, à cause de la mobilité qu’on peut sup- 
poser aux centres des forces perturbatrices, est censée contenir, outre les 
variables g, 4> etc., encore d’autres variables indépendantes de celles-là. 
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Dans le cas où il n'y a point de forces jierturbatrices, on a simplement 
T + V = H. Or il est évident qu'on peut conserver cette forme à l'inté- 
grale qu’on vient de trouver, en rendant variable la constante H, et en 
faisant 


dH = '£dZ 


dSl ». dfl . 


mais il est visible que la quantité 


dîl d£l . , dil j 


n’est autre chose que la différentielle de ü, en ne faisant varier que les quan- 
tités £, <P> etc., qui dépendent des équations différentielles primitives, et 

qui sont supposées connues en fonctions de t -+- K, en nommant K, comme 
dans l'art. 20, la constante qui peut toujours s’ajouter à la variable t. Ainsi, 
comme les variables Ç, -|i <P, etc. , ne varient qu’avec le temps t, il est facile 

de voir que la quantité dont il s’agit sera la même chose que ~ ^ dt ; par 
conséquent, on aura, comme plus haut, l’équation ^ ^ • 


23. Cette équation peut donc aussi se mettre sous la forme 


r/H / 

,u — V J’ 


pourvu que dans la différence partielle de lî on ne fasse varier le t qu'autant 
qu'il est contenu dans les expressions des variables 4, <f, etc.; et il résulte 
de cette formule, que si la fonction O ne contient le temps t que sous les 
signes de sinus et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des planètes, 


d Cl 


l'expression de j ) ne pourra contenir que des termes périodiques, pan 


que tout terme constant de O s en ira fKir la différentiation relative à t. Ainsi, 
dans la première approximation, où l'on regarde comme absolument con- 
stantes, les constantes arbitraires qui entrent dans la fonction Ù, l’intégrale 


’ de 



dt, c’est-à-dire la valeur de H, ne pourra pas contenir des termes 


tels que Nt qui croissent avec le temps t. Nous avons vu plus haut (art. 16) 
que la seconde approximation ne peut donner à Û aucun terme qui ne soit 
périodique; donc la même conclusion relative à la valeur de H aura lieu 
encore dans la seconde approximation. 
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24. La quantité T exprime la force vive du système, et elle est égale à 
H — V. Lorsque le système n’est troublé par aucune force perturbatrice, 
la quantité H est constante, et la force vive ne dépend que des forces accé- 
lératrices contenues dans l’expression de V, comme on l’a vu dans l’art. 34 
de la sect. III. dette quantité devient variable quand il y a des forces per- 
turbatrices, par conséquent la force vive sera altérée par l'action de ces 
forces; mais, par ce que nous venons de démontrer, on voit que ses alté- 
rations ne pourront être que périodiques, si l'expression des forces pertur- 
batrices est périodique, du moins dans les deux premières approximations. 
Ce résultat est d’une grande importance dans le calcul des perturbations. 


SIXIÈME SECTION. 

SUR LES OSCILLATIONS TRÈS-PETITES D'UN SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS. 

Les équations différentielles du mouvement d'un système quelconque de 
corps sont toujours intégrables dans le cas où les corps ne s’écartent que 
très-peu de leurs points d’équilibre ; et l’on peut alors déterminer les lois des 
oscillations de tout le système. L’analyse générale de ce cas, qui est très- 
étendu, et la solution de quelques-uns des principaux problèmes qui s’y 
rapportent, sont l’objet de cette section. 

§ I. — Solution générale du problème des oscilla lions très-petites d’un 
système de corps autour de leurs points d’équilibre. 

1 . Soient a , b, c les valeurs des coordonnées rectangles x, y, z de chaque 
corps m du système proposé dans le lieu de son équilibre. Comine on sup- 
pose que le système, dans son mouvement, s’éloigne très-peu de sa situation 
d'équilibre, on aura, en général, 

x = o -f- a, y = b -f- p, z = c -y y, 

les variables a, fi, y étant toujours très-petites; il suffira, par conséquent, 
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Haï 


♦l’avoir égard à la première dimension de ces quantités dans les équations 
différentielles du mouvement. La même chose aura lieu pour les autres 
quantités analogues, qu’on distingue par un, deux, etc. , traits, relativement 
aux différents corps ni', m", etc., du même système. 

Considérons d’abord les équations de condition qui doivent avoir lieu 
par la nature du système, et qu’on peut représenter par L = o, M = o, etc. , 
L, M, etc., étant des fonctions algébriques données des coordonnées .e,r, z, 
•r’, >■', etc. Comme la position d’équilibre est une de celles que le système 
peut avoir, il s’ensuit que les mêmes équations L = o, M = o, etc. , devront 
subsister, en supposant que x, y, z, .r', etc., deviennent a, b, c, a', ete.; 
d’où il est facile de conclure que ces équations ne sauraient renfermer le 
temps t ■ 

Soient A, B, etc., ce que deviennent L, M, etc., lorsque x, y, z, etc., 
deviennent a, b , c, a', etc.; il est clair qu’en substituant pour .r, y, z, 
x', etc., leurs valeurs a -h a, b -+- ,3, c -t- y, a'-t~ a', etc., on aura, à cause 
de la petitesse de », /3, y, », etc., 


L = A 
M = B 


dk 
Ha * 
HH 

in, a 


<!A a 

db ? 

HH , 
db ‘ 5 


dk 

dH 
de y 


dk 
da' * 

+ Hd> a 


et ainsi de suite. 
Donc, i ° on aura 


A =r o, B = o, . . . , 


relativement à l’équilibre; a° on aura les équations 


dk 

da 

HH 

da 


ol -+- 
« 


dk 

dfp 

d B . 
db & ' 


dk 

HH 

T c y 


d A f 
HH , 

+ dd* + 


. = O, 


O, 


lesquelles donneront la relation qui doit subsister entre les variables », j3, y, 
etc. 

En négligeant d’abord les quantités très-petites du second ordre et des 
ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par lesquelles on déter- 
minera les valeurs de quelques-unes de ces variables par les autres; ensuite 

Mfé c. anal. f. 4 1 
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par ces premières valeurs on en trouvera de plus exactes, en tenant compte 
des secondes puissances, et des puissances plus hautes, comme on voudra. 
On aura ainsi les valeurs de quelques-unes des variables a, £, y, etc., 
exprimées par des fonctions en série des autres variables; et ces variables 
restantes seront alors absolument indépendantes entre elles. 

On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux conditions 
du problème, réduire les coordonnées, immédiatement par des substitutions, 
en fonctions rationnelles et entières d’autres variables indépendantes entre 
elles, et très-petites, dont la valeur soit nulle daas l’état d’équilibre. 

Nous supposerons donc, en général, que l’on ait 

«r = a -t- -H tt 3 0 H- ... -f- ti 1 + . . . , 

y — b h- b i g -+- bu-*/, b3ç -t- ... + b' i $ a -+- . . ., 

z — c -t- c i ^ -h r. 2-^. -h e3ç -H ... -+• c' i JJ 1 -t- . . . , 

et ainsi des autres coordonnées x', y', etc. ; les quantités a, b, c, a i , b I , etc , 
sont constantes, et les quantités S-, <P> etc., sont variables, très-petites, 

et nulles dans l’équilibre. 

2. Il ne s’agira que de faire ces substitutions dans les valeurs de T et V 
de l’art. 10 de la sect. IV; et il suffira de tenir compte des secondes dimen- 
sions, pour avoir des équations différentielles linéaires. Et d’abord il est clair 
(pie la valeur de T sera de cette forme : 

— J,//' 

(i,3)rf|;<ty-t-(i,3)rf{</ip4-(a,3 )<tyd? ■+* • • • 

■*“ <** 

en supposant, pour abréger, 

( i ) = S(a i 1 -!- A i 1 -t- c 1 3 )in, 

(a) = S(aa s -t- b a*-+- ca 3 )m, 

(3) = S(n3 , -t- &3 , + c3 , )ni, 

(i,a) = S(aiaa -t- bi bu -t- ci ca)m, 

(1.3) = S(eia3-|-Ai/.>3-i-ei c3)iii, 

(2.3) = S(aaa3 -i- b a b‘i -+- cac3)m, 
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où le signe S dénote des intégrations ou sommations relatives à tous les 
différents corps m du système, et en même temps indépendantes des varia- 
bles Ç, etc., ainsi que du temps t. 

Ensuite, si l’on dénote par F la fonction algébrique n, en y mettant a, b, c, 
à la place de x, y , s, il est clair que la valeur générale de ft sera représentée 
ainsi, 

F -t- j- (« i £ -t- aa4 -t- a3? -f- . ..) 

H- (b I t— b 2 -f~ b 3 £ -f- ...) 

^(c'Ç e»4 -t- «3<p -I- .. .) 

■+■ 7551 (otÇ -<-aa 4 -t- a3$-\- ...)’ 

-f- •••) {b i % -h b 2 ^ b3<p -t- ...) 

+ ££r.(b'S + b*i + b39+...)', 

où il suffit d’avoir égard aux secondes dimensions de Ç, 4> etc. 

Multipliant donc cette fonction par m, et intégrant avec le signe S, on 
aura, en général, 

V = H -+- H i £ -+- Ha4 -t- H3* -t- .. . 

a 

+ [ 1 i a ]£4 ■+■ [• »3 J Ç<P ■+• [ a »3J4*P> • • • “f* •••> 

H = SFm, 

„ c /dF dF , , dF \ 

Hl = S {l£ at + M bl +1^0 J®. 

H2 = S (S a 2 - 1 "S 62_t- ? Ca ) m ’ 

H3 = S (^T a3 + W b3 " + " ^ c3 ) m ’ 

<>. 
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f.] = S 

[a] = S 

1 3] = S I 
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d'F , ✓/•F , , d % F 2 

^ al + ^ A ' + ïr e 1 


J* F , 
a -j-ji a 1 o I 
dudb 

d ' F 


d'F d'F , 

2 3CT rt,c, - , - 2 3Â3é A,CI 


rfa' 
d’F 


d'F, , «/■F , 

«a--h 3Aî ia J -t-- sr c 3 


dadi 




//*F ,,, d’F d'F 0 , 

^f ai +-db' hy + ^=T c3 


du' 

d 

' da db 


de' 


dbdc 


m. 


, d'F d'F , 

a j ti «jfta + a ^^-oaca-H a , ftara 


d'F d'F 0 d'F , 0 0 

^ aibi a ^ «3c i -f- a JL j: oie i 


m, 


+ £j- c ( b ' c * + b ™') J 

d'F q d'F, d'F 0 l 

-j-r<T 103 + -tït oi bi ■+■ cici 
dar db 1 «c* 

(° 1 63 + aM 0 •+■ i c3 ■+■ « 3c i ) m, 

^(bxeS + biex) ] 

^-«a«3-|-^Aa*3 + ~TC2c3 | 

'^( aaMH " a3é2 )" l "2GS( aa<?34 ’ fl3ca ) ,n > 
■aM£^* ac3 + 43ca ) 


3. Ayant ainsi les valeurs de T et V exprimées en fonctions des variables 
$, 4, <p, etc., indépendantes entre elles, on n'aura plus aucune équation de 
condition a employer; et comme la quantité T ne contient que les différen- 
tielles des variables, on aura sur-le-champ, pour le mouvement du système. 
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les équations suivantes : 

! 







JX 

lÿ~°' 


1 X Û 


dont le nombre sera, comme l'on voit, égal à celui des variables. 

Ces équations doivent avoir lieu aussi dans l’état d'équilibre, puisque le 
système y étant une fois, y resterait toujours de lui-même; or, dans l’équi- 
libre on a constamment x = a, y — b, z — c, x’ = a' , etc., par l’hypo- 

thèse; donc £ = o, >{ = o, p = o, etc., ainsi que ~ — o, -= o, etc., 


JT 


JT 


et -jp =o, etc. Donc les termes d. jj-., etc., seront nuis, et les 


termes 


JV JX JX 


Tf’ Tif’ " 5 ^ » etc., se réduiront à Hi , H », H3, etc. Par conséquent. 


on aura 


Hi=o, Ha — o, H3 = o,...; 


ce sont les conditions nécessaires pour que a, b , c, a', etc. , soient les valeurs 
de x, y, z, x', etc., pour l'état d’équilibre, comme on le suppose. 

En effet, il est visible que 

dV — S(Pr^> -+- Q dq + Hdr ni 

exprime la somme des moments de toutes les forces Pm, Qm, Km , etc., 
appliquées à tous les corps m du système, et qui doivent se détruire mutuel- 
lement dans l’état d’équilibre; donc, par la formule générale donnée dans 
la sect. Il de la I" (lartie, il faudra que l’on ait d\ = o, par rapport à cha- 
cune des variables indépendantes ; par conséquent, 

JX JX JX 

Tï = °* Jf ~ °’ = °» • • ' • 

seront les conditions de l'équilibre, lequel étant supposé répondre à £ = o. 
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4 = o, ç = o, etc., on aura 

Hi=o, Hï=o, H3 = o, . . . . 


De sorte que les premières dimensions des variables Ç, 4 , ?, etc. , dans lex- 
pression de V , disparaîtront toujours. 

Substituant donc dans les équations générales les valeurs de T et de V, 
et faisant Hi , Ha, H3, etc., nuis, on aura, pour le mouvement du système. 


° = (')2 + (‘>3)7/2 
-1- (j j l -+- ( t ,aj 4 -+- [1 , 3 J 9 -4- . . 

0 = ( 2 ) 11 F + (* ’ 2 ) W ( a, 3 > S? ' 

■+■ | 2 ] 4 ■+* [* > 2 J ? ■+■ f». 3] ? -H- . . . 

o = (3)^ + («,3)g-H(a,3)^. 
■+■ [3| ? -t- [ 1 ,3] £ -+- [a, 3] 4 -H 


équations qui, étant sous une forme linéaire avec des coefficients constants, 
peuvent être intégrées rigoureusement et généralement j»ar les méthodes 
connues. 

4. On peut supposer d’abord que les variables, dans cçs sortes d équa- 
tions, aient entre elles des rapports constants, c’est-à-dire que l'on ait 

4 =/?, * = 

par ces substitutions, elles deviendront 

[(i)-t-(i,a)/-t- (i,3 )g -h...J^ -i-([i)-i-[i ,a]/-t- [t,3]g-t- ...)Ç = o, 

[(a)y-t- ( 1 , 2 ) (a,3)g-H- ... j "M[ 2 ]/~t- [1 > 2 ]-4- [ 2 >3]g-t- ...)£ = o, 

|(3)^-f-( | ,3)-f-(a,3)/-f-...]^| -f-([3]g'-+- [ 1 ,3] -t-[a,3]/-i- ...)g=o, 


Digitized by Google 



SECONDE PAIITIE. — LA DYNAMIQUE. 3^7 

lesquelles donnent -f- AÇ = o, en faisant 

_ f«J-t-[»»3l/+r»i3k+- ••• 

(*) -^ (*»*)/-*“ ('. 5 )«+ 

_ [a ]/+[i,a]+ [a.3]g+ ... 

(a)/4-(i,») + (a,3)g+ ... 

_ ®g± J 1 ,3] + [a.3]/± ... 

“ (3) ff +(a,3) + (a,3)/+... 

F/e nombre de ces équations est, comme l’on voit, égal à celui des incon- 
nues f, g, etc., k\ par conséquent, elles déterminent exactement ces incon- 
nues; et comme, en retenant pour premier membre le terme k, et le multi- 
pliant respectivement par le dénominateur du second, on a des équations 
linéaires en f, g , etc. , on pourra les éliminer par les méthodes connues, et 
il n’est pas difficile de voir, par les formules générales d’élimination, que la 
résultante en k sera d’un degré égal à celui des équations, et, par consé- 
quent, égal à celui des équations différentielles proposées; de "sorte que l'on 
aura pour k un pareil nombre de différentes valeurs, dont chacune étant 
substituée dans les expressions de ./, g, etc. , donnera les valeurs correspon- 
dantes de ces quantités. 

Maintenant l'équation k% =o donne par l’intégration 

f; = Esin(t e), 

K, i étant des constantes arbitraires; ainsi, comme on a supposé 4 = f’c, 
$ — g%, etc., on aura aussi les valeurs de 4, P> etc. 

Cette solution n'est que particulière, mais elle est en même temps double, 
triple, etc., selon le nombre des valeurs de k ; par conséquent, en les joi- 
gnant ensemble, on aura la solution générale, puisque d’un côté la somme 
des valeurs particulières de £, 4 , etc., satisfera également aux équations 
différentielles, à cause de leur forme linéaire, et que de l’autre cette somme 
contiendra deux fois autant de constantes arbitraires qu’il y a d'équations, et', 
par conséquent, autant que les intégrales complètes peuvent en admettre. 

Dénotant par k', k", k m , etc., les différentes valeurs de k, c’est-à-dire les 
racines de l’équation en k , et par f, g', etc. g", etc,/’*', g m , etc. , etc. , 
les valeurs correspondantes de f, g, etc. ; et prenant un pareil nombre de 
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coefficients arbitraires E', E", E m , etc., et d’angles aussi arbitraires «', s", 
t m , etc.; on aura ces valeurs complètes de 4» ?» etc., 

Ç = E'sin(t V /^ 7 4-»')-+- E"si n (< V /Â 5 -l-‘')-H E w sin(t v /P-t-i*') + ..., 

4=/E'sin(tv'^4-»0+/ WE " si 'K < V^+* ff )+/ WEmsin ( < v/ P +*") + ”-* 

dans lesquelles les arbitraires E', E", E® , etc. , etc., dépendront 

des valeurs de £, 4> ?» etc., et ^ » ^2, etc., lorsque f est égal à o, et, 

par conséquent, de l’état initial du système. 

En effet, si dans les expressions trouvées de Ç, 4» ?» etc., on fait t — o, 
et qu’on suppose données les valeurs de Ç, 4> ?» etc., on aura des équa- 
tions linéaires entre les inconnties E' sint', E" sin t" , etc., par lesquelles on 
pourra déterminer chacune de ces inconnues. De même, si l’on fait t — o 
dans les différentielles des mêmes expressions, et qu’on regarde aussi comme 

données les valeurs de ■-» ~ ^ » etc., on aura un second système d’équa- 
tions linéaires entre F/ eos E" cos f” , etc. , lesquelles serviront à leur déter- 
mination. De là on tirera aisément les valeurs de E', E", etc., ainsi que de 
tang t , tang s", etc., et enfin celles des angles mêmes t , i", etc. 

Mais voici un moyen plus simple de déterminer ces inconnues directe- 
ment et sans les embarras de l’élimination. 

5. Je remarque qu’en ajoutant ensemble les équations différentielles de 
l’art. 3, après avoir multiplié la deuxième par f, la troisième par g, et ainsi 
de suite ; et faisant, pour abréger, 

P —( 0 -t-(i,2)/4-(i,3)g--(- .... 

P = [ , J +fi,2]/-+-[a,3]g'-i- ..., 

7 =( a )/-t-(>>3) -+■ ( a »3)£-f- ..., 

Q = h]/' t_ [*< a j [ 2 »3J^-+- •••» 

r =(3)*-t-(i,3) -t-(a,3)/-h ..., 

E ^ [3]g i -(- [ i , 3j -l- [a,3J_/ -H . . . , 
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d’ii d ,r ÿ 

— i -i - r - T 


on a l'équation 

° = PdF + VdF-' 7k, 

■+• P? -t- Q4 + Rh ■ 

Mais les équations de l’art. 4 donnent 


’iag 


F* = kp, Q = ktf, H = 1er, 

Donc l'équation précédente deviendra de la forme 

• = ÜJtlÿL'JLtuJ + (,{ + t- r, + . . .)», 

dont l’intégrale est 

/>% -t - t/4 -t- rtp -h- ... = F J sin(ty/X- -+- a), 

D et A étant deux constantes arbitraires. 

Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les différentes valeurs 
de k qui résultent des mêmes équations de condition, et que nous avons 
dénotées par k’ ,k" , etc. Ainsi désignant de même par //,/>", etc. , <y', (/", etc. , 
les valeurs correspondantes de p, q, etc., et prenant différentes constantes 
arbitraires I/, L", etc , a', a", etc., on aura les équations suivantes : 

p'S -t- <j'4 ■+■ r ® -+•...= L'sin (<^/F -+- a' ), 
p"% +î »4 +r », + ... = L'sin(f*/F-F-A'), 

^ + î *4 + r * f+ ... =L w sin(< N /* S -+-A w ), 



Ces équations serviraient également à déterminer les valeurs de f-, 4» 
?, etc., et il est clair que ces valeurs devraient coïncider avec celles qu’on 
a trouvées ci-dessus (art. 6), puisqu'elles résultent les unes et les autres des 
mêmes équations différentielles. Ainsi, en substituant les valeurs de l'article 
cité dans les équations précédentes, elles devront devenir entièrement 
identiques. 

D'où il est facile de conclure que, pour la première équation, l’on aura 

aW, L'=(^+/' 9 '+ f V+ ...)E\ 

Afrc. annf. I. 
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p'+r<i+tfr'+ ... =o, p’ g" r‘+ ... =, 


• que l’on aura de même, pour la seconde équation, 

A'= «\ L’ = {p '+fg'- h g' r '-t- ...) K', 

ensuite 


p'+f'q'+g'r '- •- ■••=«> S*r' + =o 

et ainsi des autres. 

Donc, substituant dans les équations ci-dessus pour A', I/, à", I.", V'. 
I/", etc., les valeurs qu’on vient de trouver, on aura celles-ci : 


K' sin(t ^k' -(-»') = 
E"sin(/y'A" -t- «".) = 
K w sin(/ V ^"’+* w ) = 


P'I -+" <■/' P + e'o -I- . . . 

p'+yf+r'g'+ -- ’ 

/>"î H- ■+■ r"? -h . . . 

p" +■“ q"J"+~ï : ’-g''+ ... ’ 
^ ir +>*/*+ '•*«*+ • • • ’ 


qui sont les réciproques de celles de l'art. 4. 

Maintenant la détermination îles arbitraires E', K*, etc., t', s", n’a plus 
de difficulté; car, i" en supposant t — o. les premiers membres des équa- 
tions précédentes deviennent E'sin#', E"sini*, etc., et les seconds sont 
tous connus, en supposant les valeurs de £, etc. , données dans le 

premier instant; -a" en difierentiant les mêmes équations, et supposant 
ensuite t — o, les premiers membres seront 

y//r\ E'cos t', ^k" . E "coss", . . . , 

et les Seconds seront aussi tous connus, en regardant comme données les 
quantités ~ , etc., lorsque t — o. Donc, etc. 

6. La solution du problème est donc réduite uniquement à la détermi • 
nation des quantités k, J\ g, h, etc. ; et nous avons vu dans l’art. 4 que cPtte 
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détermination dépend de la résolution des équations 

f >k — P = o, qk — Q = o, rk — R = o , . . . , 


en conservant les expressions dey;, y, /•, etc., P, Q, R, etc., de l’art, 5. 
Or, si l’on représente par A ce que devient la quantité T en y changeant 

’yp , etc., en c,f, g, etc., et par B ce que devient la partie de la 

quantité V, oii les variables ff, ■>£, tp, etc., Ibrment ensemble deux dimen- 
sions, en changeant de même ces variables en e, f, g, etc. ; il est aisé de voir, 
et l'on pourrait même s’en convaincre à priori, que l’on aura 


r/A 


r/A 

r = iü' 

H = 

JJ 

» dit 


r/B 

P = -3P 

Q = 

w 




en taisant ensuite c = 1 . 

Donc, en général, si l'on fait A k — B=h, les équations pour la déter- 
mination des inconnues k, J, g , etc., seront 


</ k r/K 

— °’ 



en supposant e = 1 . Ainsi, comme la quantité K. se forme immédiatement 
îles quantités T et V, on pourra aussi trouver directement les équations 
dont il s’agit, sans avoir besoin de les déduire des équations différentielles 
du mouvement du système. 

•le remarque maintenant que, puisque h. est une fonction homogène de 
deux dimensions de c,f, g, etc. , on aura par la propriété de ces sortes de 
fonctions, démontrée dans l’art. 15 de la sect. IV, 


K = 


</K 
’ iü 


y r/K r/K 

+ -'ï + *î + 


Donc 011 aura aussi K. = o; par conséquent, les inconnues f, g , h, etc., 
doivent être telles, que non-seulement la quantité K soit nulle, mais que 
chacune de ses différentielles relatives à ces inconnues le soit aussi ; d’où il 
s'ensuit que la quantité k regardée comme une fonction de ces inconnues, 
dépendante de l’équation K. — o, devra être un maximum ou un minimum. 

4». 
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Si Ton fait d'abord e = i , et qu’on remplace par K = o l'équation 
//K. 

= «, on aura, pour la détermination des inconnues J , g, h, etc., les 
équations 

d K ’</K 

K. — o, y — o, dg~~°' 

Si donc l’on tire d’abord la valeur de,/' de l’équation ^ = o, et qu'en la- 

substituant dans K = o on cliange cette équation en K/= o, il n y aura 
dYJ 

qu’à faire ensuite = o, et substituer de même la valeur de g tirée de 
cette dernière équation dans K/=o; alors nommant K” = o l’équation 
résultante, on fera de nouveau = o, et ainsi de suite. Par ce moyen, ou 

parviendra à une équation finale qui ne contiendra plus les inconnues J , g, 
h , etc:, mais seulement la quantité h, et qui sera l’équation cherchée en / . 
dont les racines ont été nommées k r , X" , X- 1 ”, etc. 

On peut meme réduire cette équation en une formule générale, en consi- 
dérant que, puisque les quantités /, g, h, etc., ne forment ensemble dan» la 

valeur de K que deux dimensions, la quantité 2 — ~ - sera nécessai- 
rement sans f , sa différentielle relative à / étant ^ » et par conséquent 

nulle. I)e sorte qu’on pourra faire K’= - ; et comme dans cette 

quantité K', les inconnues restantes, g, h, etc., ne montent aussi qu’à la 
seconde dimension, on pourra faire de meme K = » et ainsi 

de suite, La dernière des quantités K , K', K", etc. , étant égalée à zéro, sera 
l’équation cherchée en k. Il est vrai que cette équation pourra monter à un 
degré plus haut qu’il ne faut, à cause des facteurs etrangers introduits dans 
les équations k"= o, K”= o, etc.; mais si, en développant ces équations, 
on a soin de les débarrasser successivement de ces mêmes facteurs, et île ne 
prendre ensuite pour les valeurs de K", K"', etc., que leurs premiers mem- 
bres ainsi simplifiés, l’équation finale se trouvera rabaissée d’elle-mème a la 
forme et au degré dont elle doit être. 

Quant aux valeurs de J, g, etc., on les déterminera ensuite par les équa- 
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tions = o, — o, etc. , en commençant par la dernière, et remontant 
à la première par la substitution successive des valeurs trouvées. 


,/K' 


7. Gomme la solution précédente est fondée sur la supposition que les 
variables S-, s}., <p, etc., soient très-petites, il faut, pour qu'elle soit légitime, 
que cette supposition ait lieu en effet; ce qui demande que les racines /•’. 
k" , etc., soient toutes réelles, positives et inégales, afin que le temps t, qui 
croit à l’infini, soit toujours renfermé sous les signes de sinus ou cosinus. Si 
quelques-unes de ces racines devenaient négatives ou imaginaires, elles intro- 
duiraient dans les sinus ou cosinus correspondants des exponentielles réelle», 
et si elles devenaient simplement égales, elles y introduiraient des puissances 
algébriques de l’arc; c’est de quoi on peut s’assurer, par les méthodes con- 
nues, en mettant dans le premier cas, h la place des sinus ou cosinus, leurs 
expressions exponentielles imaginaires, et en supposant dans le second, que 
les racines égales diffèrent entre elles de quantités infiniment petites indéter- 
minées; mais comme le développement de ces cas est inutile pour f objet 
présent, nous ne nous y arrêterons point. 

Si la condition de la réalité et de I inégalité des coefficients de t a lieu, il 
est visible que les plus grandes valeurs de Ç, de $, etc., seront moindres 
que les sommes des quantités E', F.", E®, etc., des quantités f'YJ, y*E*’, 
/""F”, etc., en prenant toutes ces quantités positivement; par conséquent, 
si ces différentes sommes sont fort petites, on sera assuré que les valeurs 
des variables le seront toujours aussi. 

Mais comme les coefficients E 7 , E*, F,*, etc. , sont arbitraires et dépendent 
uniquement du déplacement initial du système, il est possible que les varia- 
bles g, 4, etc., restent fort petites, quand même parmi les quantités y/F'. 
y/F", etc. , il y en aurait d’imaginaires ou d’égales; car il suffit pour cela que 
les quantités correspondantes E', E*, etc., soient nulles, ce qui fera dispa- 
raître les termes qui croîtraient avec le temps t. Alors la solution, sans être 
exacte en général, le sera néanmoins dans le cas particulier où la condition 
précédente aura lieu. 

8. On a des méthodes pour reconnaître si une équation donnée, de quel- 
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que degré qu elle soit, a toutes ses racines réelles ou non, et pour juger, 
dans le cas de la réalité, de leur signe et de leur inégalité; mais l'application 
de ces méthodes étant toujours un peu pénible, voici quelques caractères 
simples et généraux qui serviront à juger de la forme des racines dont il 
s’agit, dans un grand nombre de cas. 

En prenant l'équation K = o, ou A X — B = o (art. t>(, on a X = 

or il est facile de se convaincre que la quantité A a toujours nécessairement 
une valeur positive, tant qu ef, g , etc., sont des quantités réelles; car la 

fonction T, d’où elle résulte, en changeant '-Jt > etc., en 1, J\ 

g , etc. (article cité), est composée de la somme de plusieurs carrés multi- 
pliés par «les coefficients nécessairement positifs. Donc, si la quantité B est 
aussi toujours positive, ce qui a lieu lorsque la partie de la fonction V, où • 

les variables f, 4> etc. , forment ensemble deux dimensions, est réductible 
à la même forme que la fonction T, parce que la quantité B résulte aussi de 
cette partie de V, en changeant Ç, 4, <P, etc., en 1 ,f, g , etc., on est assuré 
que les valeurs de X, c'est-à-dire les racines de l’équation en X, seront tou- 
jours positives toutes les fois qu’elles seront réelles. 

Au contraire, si la quantité B est toujours négative, ce qui arrivera quand 
elle sera composée de plusieurs carrés multipliés parties coefficients négatifs, 
les valeurs réelles de X seront toutes négatives. Dans ce dernier cas, la solu- 
tion ne pourra pas être bonne, parce que les racines de l’équation en X ne 
pouvant être qu’imaginaires ou réelles négatives, les expressions des varia- 
bles Sf, 4, etc., contiendront nécessairement le temps t hors des signes fie 
sinus et cosinus. 

Dans le premier cas où B est positive, on voit seulement que si les racines 
sont réelles, elles sont nécessairement positives; et il serait peut-être difficile 
fie démontrer directement qu’elles doivent être toutes réelles; maison peut 
se convaincre, d'une autre manière, que cela doit être ainsi. 

Car le principe de la conservation des forces vives, que nous avons 
démontré dans le § V de la sect. III, donne l'équation T -4- V const. 

(art. 14, section précédente), laquelle a toujours lieu puisque T et V sont 
fonctions sans t (art. 2). Or, si l’on désigne par V' la partie de V qui con- 
tient les termes de deux dimensions, en sorte que V = H 4- V', à cause de , 
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H i = o, H a = o, II 3 = o, etc. (art. 3), on aura 

T + H + V' = const. = (T) h- Il -+- (V'), 
en dénotant par (T) et (V') les valeurs de T et V au premier instant; donc 

T + r=(T) + (V). 

Donc, puisque T est par sa forme une quantité toujours positive, si V' 
l est aussi, on aura nécessairement V' > o et < (T) -+- (V'); de sorte que 
la valeur de V', et conséquemment aussi celles des variables £, 4, tp, etc., 
seront renfennées dans des limites données et dépendantes uniquement de 
l'état initial. Ces variables ne pourront done pas contenir le temps t hors 
«les signes de sinus et cosinus, parce qu'alors elles pourraient aller en crois- 
sant à l'infini. Or, lorsque la valeur de B est constamment positive, celle de 
V' l'est aussi; par conséquent, les racines de l'équation en k seront néces- 
sairement toutes réelles, positives et inégales (art. 7), et la solution sera 
toujours bonne. 

Dans ce cas, l'état d’équilibre d’où le système a été déplacé sera stable, 
puisque le système y reviendra, ou tendra toujours à y revenir par des oscil- 
lations très-petites; du moins il ne pourra jamais s’en écarter que très-peu. 

îl. C'est de cette manière que nous avons démontré, à la fin «le la sect. 111 
de la Stati«|ue (art. 23 et suivants), que lorsque la fonction II est un mini- 
mum dans l’état d’équilibre, cet état est stable; car il est facile de voir «pic 
la fonction nommée II, dans l’art. 21 de la section citée, est la même «jue 
nous représentons ici par Y , puisque l’une et l’autre est l'intégrale de la 
totalité des moments des forces agissantes sur les différents corps du système, 
totalité qui doit être nulle dans l’équilibre. Or, comme l'on a V — H -t- V', 
et que Y' ne contient les variables £, 4, etc., qu’à la seconde dimension, 
il s’ensuit que V sera un minimum ou un maximum, selon que la valeur 
de V sera positive ou négative, en donnant à ces variables des valeurs quel- 
conques. Donc l’équilibre sera nécessairement stable dans le cas du mini- 
mum de V (article précédent) . 

Au contraire, dans le cas du maximum de \ T , la quantité Y' étant tou- 
jours négative, la quantité B le sera aussi, puisqu’en faisant 

4 = /'?, = 
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I.i valeur de V' devient Ç S B (art. 6); et, par ce que nous avons démontre 
dans l'article précédent, les expressions des variables contiendront néces- 
sairement des termes où t sera hors des signes de sinus et cosinus; l'équi- 
libre ne pourra donc pas être stable, car le système en étant tant soit peu 
déplacé, s’en éloignera toujouis davantage. Cette seconde partie du théo- 
rème énoncé dans l'endroit cité de la Statique n'avait pu y être démontrée 
faute des principes nécessaires; nous en avions remis la démonstration à la 
Dynamique, et celle que nous venons de donner ne laisse plus rien à désirer. 

lü. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-stabilité absolue, 
dans lesquels l’équilibre étant tant soit peu dérangé d'une manière quel- 
conque, tend à se rétablir de lui-même, ou à se déranger de plus en plus, il 
peut y avoir des états de stabilité conditionnelle et relative, dans lesquels le 
rétablissement de l’équilibre dépendra du déplacement initial du système. 
Car, si quelques-unes des valeurs de y !k sont imaginaires, les termes cor- 
respondants dans les valeurs des variables contiendront «les arcs «le cercle, 
et l’équilibre ne sera pas stable en général ; mais si les coefficients de ces 
termes deviennent nuis, ce qui dépend de l’état initial du système, les arcs 
de cercle disparaîtront, et l’étjuilibre pourra encore être regardé comme 
stable, du moins par rapport à cet état particulier. 

1 1 . Lorsque toutes les valeurs de \jk sont réelles et inégales, et que, par 
conséquent, l'équilibre est stable, les expressions de to«ites les variable 
seront composées d’autant de termes «le la forme 

E sin ( t y /- -t- t ) 

qu’il y a de variables. 

Or ce ternie représente les oscillations très-petites et isochrones d'un pen- 
dule simple dont la longueur est 1 1 en prenant g pour la force de la gra- 

* vite. Donc les oscillations des différents corps «lu système pourront être 

regardées comme composées d’oscillations simples analogues à celles des 

pendules dont les longueurs seraient p, p, etc. 

.Mais les coefficients E f , E”, etc., étant arbitraires et dépendant unique- 
ment de l’état initial du système, on peut toujours supposer cet état tel, que 


Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. 


— I.A DYNAMIQUE. 337 

tous ccs coefficients, hors un quelconque, soient nuis; alors tous les corps 
«lu système feront des oscillations simples, analogues à celles d’un même 
pendule; et l'on voit qu’un même système est susceptible d’autant de diffé- 
rentes oscillations simples, qu’il y a de corps mobiles (*). Donc, en général, 
les oscillations quelconques d’un système ne seront composées que de toutes 
les oscillations simples qui pourront y avoir lieu par la nature du système. 

Daniel Bernoulli avait remarqué cette composition d’oscillations simples 
et isochrones, dans le mouvement d’une corde vibrante cliargée de plusieurs 
petits poids, et il l’avait regardée comme une loi générale de tous les petits 
mouvements réciproques qui peuvent avoir lieu dans un système quelconque 
de corps. Un seul, cas, comme celui des cordes vibrantes, ne suffisait pas 
pour établir une telle loi ; mais l’analyse que nous venons de donner établit 
cette loi d’une manière certaine et générale, et fait voir que, quelque irré- 
gulières que puissent paraître les petites oscillations qui s’observent dans la 
nature, elles peuvent toujours se réduire à des oscillations simples, dont le 
nombre sera égal à celui des corps oscillants dans le même système. 

C’est une suite de la nature des équations linéaires, auxquelles se réduisent 
les mouvements des corps qui composent un système quelconque, lorsque 
ces mouvements sont très-petits. 


12. Si les valeurs des quantités \/k', \/k", y// ", etc., sont incommensu- 
rables, il est clair que les temps de ces oscillations seront aussi incommen- 
surables, et que, par conséquent, le système ne pourra jamais reprendre sa 
première position. 

.Mais si ces quantités sont entre elles comme nombre à nombre, et que 
leur plus grande commune mesure soit u, on verra facilement que le sys- 
tème reviendra toujours à la même position, au bout d’un temps 9 — 


yt étant l'angle de 1 80 degrés. Ainsi S sera le temps de l’oscillation composée 
de tout le système. 


15. La solution que nous venons de donner demande que les coor- 


(*) Ix 1 nombre des oscillations simples n’est pas égal au nombre des corps mobiles, mais au 
nombre des variables indépendantes. C'est, du reste, ce que Lagrange dit lui-même au commence- 
ment du paragraphe. (/. Bertrand. ) 

Mèe. anal. I. 
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données puissent être exprimées par des fonctions en série de variables 
très-petites, et qui soient milles dans letat d’équilibre, ainsi que nous l’avons 
supposé dans l’art. 3. 

Or c’est ce qui est toujours possible, comme nous l’avons vu, lorsque les 
équations de condition, réduites en série, contiennent les premières puis- 
sances des variables supposées très-petites, parce que ces termes donnent 
d’abord des équations résolubles rationnellement, et qu’ ensuite on peut 
toujours, par la méthode des séries, avoir des solutions rationnelles de plus 
en plus exactes. 

Il peut néanmoins arriver que les termes de la première dimension man- 
quent dans une ou plusieurs des équations de condition, ce qui aura lieu, 
|>ar exemple, si, dans l’équation L = o, les valeurs des coordonnées pour 
l’équilibre sont telles, qu’elles rendent non-seulement L nulle, mais aussi 
chacune de ces différences premières; car on aura alors 


A A 

<la 


= O, 



et l'équation L = o ne contiendra que les secondes puissances et les puis- 
sances ultérieures de a, j3, y , a', etc. (art. I). Dans ce cas, si l’on réduit 
les coordonnées en fonctions de variables indépendantes, ces fonctions ne 
pourront plus être rationnelles, et les équations différentielles ne seront ni 
linéaires, ni meme rationnelles. Ainsi la supposition des mouvements très- 
petits du système ne servira pas alors à simplifier la solution du problème, 
ou du moins ne la rendra pas susceptible de la méthode générale que nous 
avons exposée. 

Pour résoudre ces sortes de questions de la manière la plus simple, on 
fera d'abord abstraction des équations de condition, oii les premières dimen- 
sions des variables ne se trouveraient pas; on parviendra ainsi à des expres- 
sions de T et de V de la forme de celles de l’art. '1. Ensuite on ajoutera à 
cette valeur de V les premiers membres des équations de condition aux- 
quelles on n’aura pas encore eu égard, multipliés chacun par un coefficient 
indéterminé, et qu’on supposera constant dans les différentiations par 8; et 
il suflira, dans œs ternus dus aux équations de condition, de tenir compte 
des plus basses dimensions des variables très-petites. De là on trouvera les 
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t-rpiatioits différentielles à l’ordinaire, et il s'agira d’en éliminer les coeffi- 
cients indéterminés. 

Si les équations de condition étaient du second degré, et que les coefti- 
cients indéterminés pussent être supposés constants, la valeur de V serait 
encore de la même forme que dans la solution générale; par conséquent, on 
pourrait l'appliquer aussi à ce cas: ou déterminerait ensuite les coefficients, 
en sorte que les équations de condition fussent satisfaites. On pourra donc 
toujours commencer par adopter cette supposition, on verra ensuite si les 
valeurs qui en résultent pour les variables, peuvent satisfaire aux équations 
de condition, auquel cas la supposition sera légitime, et la solution exacte ; 
sinon il faudra chercher à intégrer les équations différentielles par des 
méthodes particulières. 


§ II. — Des oscillations d'un système linéaire de corps. 

14. Lorsque les corps qui composent le système proposé sont disposés, 
les uns par rapport aux autres, d’une manière uniforme et régulière, on 
peut simplifier le calcul et parvenir à des formules générales et symétriques, 
en employant la notation et l'algorithme des différences finies. Nous allons 
en donner un exemple, en examinant le cas où un nombre quelconque de 
corps rangés sur une ligne droite ou courbe, oscillent en vertu de forces 
quelconques combinées avec leur action réciproque. 

Soient x, y, z les coordonnées rectangles d’un quelconque des corps du 
système, que nous dénoterons par Dm, en employant la lettre majuscule D 
pour dénoter les différences finies (art. 17, sect. IV). Ou aura d’abord 

. r c dz'+ dy'-y-dz' „ 

1= S Dm, 

ldi’ 

la caractéristique S représentant les sommes relatives à tout le système. 

La fonction V doit contenir la somme SnDm provenant des forces 
accélératrices P, Q, R, etc. , qu'on suppose telles que l’on ait 

fl =J'(Pd/j -+- Qdy -y R dr q- . . .). 

Cette fonction doit contenir aussi la somme S/WDr, en supposant que <1> 
soit la force avec laquelle deux corps voisins qui sont à la distance Dr l'un 
de l’autre s’attirent, et que cette force soit une fonction de la même dis- 
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tance D.r, en sorte que f<t>dl)s soit une quantité intégrable dont la différen- 
tielle par S soit «t'SDs. Cette force 4>, que nous supposons fonction de Dj, 
pourra varier d'un corps à l'autre, et sera, par conséquent, aussi fonction 
du nombre ou de la quantité qui représente la place de chaque corps dans 
la série de tous les corps, et à laquelle se rapporte le signe soiniuatoire S. 
Si les corps, au lieu de s’attirer, se repoussaient, il faudrait prendre <I< néga- 
tivement. 

On aura ainsi 

V = Sll Dm -t- S ftydDs, 

et, par conséquent, 

SV = Soit Dm 4 - S<t>SÜ.r, 

Et il est bon de remarquer que cette expression de SV serait la même, si 
les corps étaient liés entre eux de manière que leurs distances mutuelles 
fussent invariables; car on aurait dans ce cas l’équation de condition 
S Dr — o, laquelle donnerait dans l’expression de SV le terme SaSDv 
( article cité). 

la. En exprimant l’élément Dr par les différences finies de x, y, z, il est 
clair qu'on aura 

Dj = x/Dx’-t- D/’-f- D?; 
donc, différentiant par S, 

DxiDx ■+■ DyâDr 4- TiziDz 

oüs = n, 

Substituant cette valeur, et faisant, pour abréger, ^ = 4' fonction de Dr, 
on aura 

SV = SSnDm -t- SÿiDjSDj 4- DjSDr 4- DzSDz). 

Comme les caractéristiques D et S sont indépendantes entre elles, on peut 
changer SD en Do, et l’on aura 

SV == SSnDm -t- S>F(DxDSa; -t- DjDS_y 4- DzDSz). 

On peut aussi faire disparaître le D avant le S, par l’intégration j»ar parties 
appliquée aux différences finies. 
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16 . En effet, on a, en général, 


î4i 


l) x>- = xD/ -+- yD.r -+- l).r D > 

= (x -+- D.r) D/ -H /Dr = x,D/ +jD.r, 

en dénotant par x, le ternie qui suit x dans la série des termes consécutifs .r, 
j' -|- Dx, etc. Donc, en passant des différences aux sommes, on aura 

S/Dx — xy — Sx, D/. 


On trouverait de la même manière 

S/D’x = /Dx — x, Dr -+- Sx„ D’y, 

et ainsi de suite, x, x,, x„ , etc. , étant les termes qui se suivent dans la même 
série - 

Pour compléter ces sommations , il faudra rapporter les termes hors du 
signe S, au dernier point de l’intégrale finie S/Dx, et en retrancher les 
mêmes termes rapportés au premier point. Ainsi, en marquant par un zéro 
et par un i placés au bas des lettres les termes qui se rapportent au premier 
et au dernier point, on aura ces sommations complètes : 

S/Dx = x,/ ( — x 0 /„ — Sx, Dr, 

S/D’x = r,Dx, — x i+ , Dr, 

— J„Dx„ -t- x,Dy„ -t- Sx,, Dy, 


Lorsque la caractéristique S indique des sommes totales d’un nombre de 
termes donné, il est clair qu’on peut, à la place des termes x,D_y, x„Dy sous 
le signe S, prendre les termes précédents, que nous dénoterons par xD, y, 
xD„y, etc., en marquant d’un trait, de deux, etc., placés à gauche, les 
tenues „/, ,j qui précèdent / dans la série indéfinie, etc., „/, ,/,/,/,, 
etc. 

17 . Cela posé, mettons dans les formules précédentes Sx à la place de x, 
et 4'D.r à la place de/, on aura ces transformations: 

SvDxDSx = ('fDxSx), — (fDxSx). 

— S8xD,('t'Dx); 
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Si Dy-Dàr = (fU/Sj), — (4 l)jor) 0 
— S8yD,(vDy), 

SvDzDîa = (4 'Dzcz), — (vl>zoz) 0 

- SÎsD,(»fDz), 

et l'on fera ces substitutions dans l’expression de SV. 

Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les variations 8.i 0 , c>„, 
i r, . et i.r t , ?r, , i:,, <pii s’y rapportent, seront nulles. Nous adopterons 
d'abord cette hypothèse <|ui simplifie les formules, et nous aurons, en consé- 
quence, 

i V = Soit Dm — Sc.rD, (H'Dj ) 

S3jl>,(f Dr) — SSsD,('fDï). 

En général, comme il faut que les variations disparaissent toujours, si le 
premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n’étaient pas fixes, il faudrait 
supposer la valeur de 4 nulle au commencement ou à la fin. On aurait 

ainsi, à cause de 4 = - | J > , la condition à remplir <!>„ — o, ou <t>, = o, si le 

premier ou le dernier corps est supposé mobile; et si tous les deux étaient 
mobiles, on aurait les deux conditions <$„ = o et = o. 

18. J,a variation oV étant réduite à cette forme simple, les équations 
générales de la sect. IV (art. 10) étant rapportées aux variables x, y, z de 
chacun des corps du système, donneront pour ees variables les trois équa- 
tions suivantes, dans lesquelles je remets <t> au lieu de H D.t : 



lies équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des corps; 
mais lorsque ces mouvements sont très-petits, les équations se simplifient et 
deviennent linéaires, comme nous l’avons vu plus haut (§ I). 
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19. Supposons que dans l’état d'équilibre du système, le» coordonnées 
x, y, z deviennent a, h , c, et qu’elles soient dans le mouvement a -+ P, 
b ■+■ », c -+- £, les quantités g, r, Ç étant très-petites. I.a fonction II deviendra 

,/n _ dD f/n - . • . J . . 

Il -h -j- g -I- —j- » -+- Ç. Ainsi , en regardant dorénavant II comme une 

simple fonction de a, b, c, les trois différences partielles ^ ^ pour- 
ront s’exprimer ainsi : 


fin id * n _ d'n d'n 

,/a + \ da ' ^ riadtf * ^ dade * > ^ 

,/n : d'n ç d'il dm r \ 

db ^ \fladb ^ db' * ^ dhdc s ; ’ 

,/n ( dm _ d'n .rn „\ 

de + 5 + dtfflc " H a.» C) ' 


Par les mêmes substitutions de a -+- g, b -+- », c -l- £, au lieu de .r, y. c, 
le.s différences I)x, I )j, Dz deviendront 


Do -i- Dg, DA -h D», De ■+- Dr. 


A l'égard de la quantité <I>, qui est supposée fonction de Di', si I on lait, 
pour abréger, 

D/== y/Do’+DA’-t-DÎ:', 

on aura d’abord 

D* = D/+ ^ Dg + g- Dr h- DC; 


ensuite, si l'on nomme F ce que devient la fonction >l> lorsqu on y change Da 
/K F' 

.DJ ~ I)/’ 


en Df, et qu'on fasse jfy. = [j on aura, par le développement, 


<1> — F -F 



I)o I); 

I V n/ 


-F 


1)J- Dr 

W i v 


n* i>n 

f n/D/y 


et, par conséquent, 


_ y P— F /lia Di Db Dr Dr D'\ 

Dr — DJ + DJ \ïïf DJ ^ DJ DJ + Dj DJ )' 

20. On fera ces substitutions dans les trois équations trouvées ci-dessus, 
et comme dans l’état d’équilibre les variables g, h, Ç sont supposées nulles, 
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il faudra que ces équations se vérifient dans cette hypothèse. Ainsi les 
termes constants devront se détruire, ce qui donnera d’abord les trois 
équations de condition 



Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, b , r doivent 
avoir dans la situation de l’équilibre; et il est facile de voir qu'elles repré- 
sentent d’une manière générale celles que nous avoirs trouvées dans la sect. V 
de la I" partie, pour l'équilibre de plusieurs corps liés par un fil extensible 
ou non. 


21 . On aura ensuite, entre les variables jj, s, Ç et t, les trois équations 
suivantes, dans lesquelles je fais, pour abréger, 


G = F — F', 


lia 


b' = 


l)b 


D f D/’ “ HJ 

’li» /</’ n .. </*n </’ri „\ n 

7 Dm ■+• \dn' % ■+■ dadb " dade C) ,,f 


P' 0 * r > 

fa'Dl . 

i'DT! 

j r'Dî\1 


\ HJ 

HJ 



dr 


Dm 


\dadb Ç 


d'n 
db * 1 


d’n 

dbdc 


;Z) 0 ' 


n TFI)* i'D« , e'D? XI 

- D -li>/ - G ‘ ( V + ~w + V )J = »■ 


Sf»- 


( — £■ 

y da rie ’ 


rf'U 

db dc ' 


d>n 

de' 


ç)Di 


fFD£ „ , /a ' DJ , b'Ttr, , c'D£\1 

~ D 4Ty - r ” (w + W + -«/ )J ■ = «• 


Ce sont ces équations qui serviront à déterminer les oscillations du sys- 
tème supposées très-petites ; elles sont du genre de celles qu’on nomme à 
différences finies et infiniment petites, et comme elles sont à coefficients 
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constants, elles sont susceptibles de la méthode générale exposée dans le 
paragraphe précédent. 

22. Les équations de l’art. 20, qui renferment les conditions de l’équi- 
libre, donnent, en passant des différences aux sommes, 


FDa c (in ,, , 

-DT= S 7Ü A, 


FDft C rflT y. „ 

-DT = S 3T Dm ■+■ B ’ 

F’ De c </n n ,, 
î)f— S-^-Dm-t-L, 

A, H, C étant trois constantes arbitraires; d’où l’on tire tout de suite 


F =\/( s ïï l>m + A )’^( s S Dm + B ]'+( s ï“-+ c )' 

Lorsque la quantité F est une fonction donnée de Df, ce qui a lieu quand 
on suppose que les corps s'attirent ou se repoussent par une force «I» fonc- 
tion de leurs distances D.f, la valeur précédente de F donnera la valeur de 
D/'qui doit avoir lieu dans l'état d’équilibre. 

Mais lorsque les distances 1).? sont supposées données et invariables, alors 
la quantité <t>, qui tient lieu du multiplicateur A (art. Li), est inconnue, et 
doit se déterminer par la formule précédente; mais, dans ce cas, on a 


et, par conséquent (art. 19), 


d* = iy. 


Do 




o, 


ce qui simplifie les équations de l’article précédent. 

23. L'esprit de la méthode de l'art. 4 consiste à supposer que chaque 
variable soit exprimée par une même fonction de t , multipliée par une quan- 
tité différente pour chaque variable. 

Si l’on désigne par 9 cette fonction, on fera 

?=0X, * = 0Y, £=ÔZ, 


et, après avoir substitué ces valeurs dans leséquations de l’art. 21 , on verra 
aisément que, pour vérifier ces équations, il est nécessaire que la variable 9 

Mcc. anal. !. 44 
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-oit déterminée par une équation de la forme 


.ne 

dt' 


+- A9 = o; 


car alors, en mettant pour sa valeur — A9, et divisant tous les termes 
par 9. ou aura res trois équations aux différences finies: 


kX Dm 


/rf’n d*n 

— V 


f /*n 




rtitdh 

n\ //nv 
n / + 0/ 


t/a rie 


Z 


)Dr 


A- Y Dm = ( 


■“)]■ 

r/*n v <4*17 v r/TI 

,3^ X ■+■ Hp- V ■+■ ^ Z J D 

| FDY DX /»' ÜV r'l)/.\l 

■ ü 4"bt“ g * U/ + -Dr + irrjJ’ 

AZDm = ( 


ri * n v d * n v rf’n 7 \ n 
^ x ■+• ./i£ ' + TP 1 1,,n 


— D. 


rpnz » 

fa' l)X A'DY r'n/. \1 

1 JT~ l,r 

\ nf ■*" n j dj )\ 


24. I, équation en 9 s’intégre facilement; elle donne 

9 = K sin ( t y’’/- -)- » ) , 

K et i étant deux constantes arbitraires. 

A l’égard «les équations en X, Y, Z, elles ne sont en général intégrables 
en termes finis, par les méthodes connues, que lorsqu’elles sont à coefficients 
constants; mais si l’on développe les différences finies marquées par I). elles 
deviennent de la forme (art. I(>) 

AX, -t- BY, -h CZ, -h A'X -+- B'Y -h C' Z -+- A’X ■+■ B' Y -+- C Z = o; 


les coefficients A, B, (i, A', B', etc., sont constants ou variables, mais indé- 
pendants de /, et la quantité k n’entre que dans les valeurs de A , IV, ( i , et 
seulement à la première dimension. 

Si maintenant on désigne par X„, X,, Xj, X,,, etc., les valeurs consé- 
cutives de X, en commençant par la première, qui répond au premier corps 
du système, et de même par Y,, Y,, Y,, Y,, ete., Z,, Z,, Z,, Z,, etc., les 
valeurs consécutives correspondantes de Y et Z, et qu’on substitue sucees- 
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si ventent eus valeurs dans les trois équations réduites à la forme précédente, 
il est aisé de voir que les trois premières donneront les valeurs de X,, Y,, Z, 
en fonctions linéaires de X„, Y„, Z 0 , X,, Y,, Z, ; que les trois suivantes don- 
neront X,, Y,, Z, en fonctions linéaires de X 2 , Y,, Z., X,, V,, Z,, les- 
quelles, par la substitution des valeurs de Y a , Y,, Z,, deviendront aussi des 
fonctions linéaires de X„, Y,, Z„, X,, Y,, Z,, et ainsi de suite. 

Donc, en général, les valeurs de X„^,, Y.^,, Z,,,., seront de la forme 

AX. -h BY . -i-CZ. -+- A'X, -t- B' Y , -+-C'Z,, 

et il est facile <lc s'assurer, par le calcul, que les quantités A, B, C seront des 
fonctions rationnelles et entières de k de la dimension n — a, et que les 
quantités A', B', C' sont de pareilles fonctions de la dimension n — i . 

Nous avons supposé (art. 17) que le premier et le dernier corps du sys- 
tème étaient fixes ; le premier corps appartient à l'indice o, et si l'on désigne 
|>ar n le nombre des corps mobiles, le dernier corps, qui doit être fixe, 
appartiendra à l’indice n -f- i . Il faudra donc que l’on ait 

^„ = o. Y„ = o, Z„ = o, X M ^, = o, Y„ +) = o, Z„„,=o. 

ce qui donnera entre X,, Y,, Z, trois équations linéaires de la forme 
A'X, -f- B'Y, ■+- CL, — o, dans lesquelles les coefficients A', B', C' seront 
des fonctions rationnelles et entières de k de la dimension n. 

En éliminant les quantités X,, Y,, Z,, on aura une éqi*tion en k du 
degré 3 n, nombre des inconnues X, Y', Z, et qui aura, par conséquent, 
3 n racines. 

Les mêmes équations donneront les rapports entre les trois quantités 
X,, Y,, Z,; de sorte qu’on pourra prendre à volonté la valeur d’une de ces 
quantités. Comme ces rapports se trouveront exprimés par des fonctions 
rationnelles de k, on pourra exprimer les valeurs des trois quantités X,, Y , , 
Z, par des fonctions rationnelles et entières de k, et, par ce moyen, les 
inconnues X, Y, Z seront aussi exprimées, en général, par des fonctions 
connues, rationnelles et entières de k. 

25. Nous dénoterons par k', k*, k ” , etc., k '"’ les différentes racines de 
l'équation en k, dont la résolution doit être supposée connue ; et nous déno- 
terons pareillement par X', X", X", etc. , Y', Y ", Y’ w , etc. , Z', Z", Z", etc. , 

44. 
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le* valeurs correspondantes des quantités X, Y, Z, qui résultent de la substi- 
tution de ces différentes racines à la place de k. ■ 

Donc, puisqu’on a trouvé (art. 2.1, 24) 

§ = XEsin (t^k -t- »), 
k = YE sin ( t yjk -t- *) , 

£= ZE sin (t \fk -t- «), 

en substituant successivement les différentes valeurs de k, et en prenant 
différentes constantes arbitraires E et t, on aura autant de valeurs particu- 
lières de Ç, x, Ç, dont la somme donnera les valeurs complètes de ces varia- 
bles, par la nature des équations linéaires. 

Os valeurs particulières de £, x, £ sont analogues à celles qui représentent 

les petites oscillations d’un pendule dont la longueur serait * (art. Il), 

pourvu que k soit une quantité réelle et positive; et le mou veinent de chaque 
corps sera composé d'autant de pareilles oscillations qu’il y aura de valeurs dif- 
férentes de k ; de sorte que si tontes ces valeurs sont incommensurables entre 
elles, il sera impossible que le système reprenne jamais sa première position, 
à moins que les valeurs de {■, x, £ ne se réduisent aux valeurs particulières qui 
répondent à une seule des racines k. Dans ce cas, en faisant t = o dans les 
formules précédentes, on aura XEsin s, YE sin s, ZE sin » pour les valeurs 

de Ç, x, Ç, et ^Ecosf, YEcose, ZE cos r pour celles de Ainsi, 

pour que ce cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacements primitifs 
x, £, ainsi que les vitesses initiales —? ^ » soient proportionnels à 

X, Y, Z; et il y aura autant de manières de satisfaire à ces conditions, qu’il 
y a de valeurs différentes de k. 

2(5. Si l’on désigne, par des traits supérieurs, des constantes arbitraires 
différentes, on aura 

? = X' E'sin (t v^-h *') ■ H- X" E v sin(fv/P +( ") + X* F/'sin (t y/k*+ , 

x = Y' E' sin (<v/*V«') -t- Y' E"sin (ty/P+ 1" ) -t- Y" K* sin (ty/P-h , 

Ç= Z' E' sin (t y/P -h *' ) -+- V E" sin ( t y/P -+- « ' ' ) + V E w sin (i s/F -t- ,* ) -t- . . . , 
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pour les valeurs complètes des variables Ç, », £, qui représentent les oscilla- 
tions de chacun des corps du système donné, quel que soit leur état initial. 

On peut représenter ces valeurs d’une manière plus simple, en employant 
le signe 2 pour exprimer la somme de toutes les valeurs correspondantes 
aux différentes valeurs de k ; on aura ainsi 

Ç=S.[XEsin(«vÆ + 0]» 

» = 2. [\ Esin(ty/Â- 4- #)], 

Ç=2.[ZEsin(t v /ÂH-f)], 

et l’on aura les expressions particulières des variables , », , , S* 3 , », , Ç, , etc. , 

pour chacun des corps du système, en changeant, dans les précédentes, 
X, Y, Z, en X,, Y,, Z,, X,, Y,, Z,, etc., et prenant pour E et i diflé- 
rentes constantes arbitraires E,, E,, etc., etc., qui dépendent de l’état 

initial du système. 

27. Pour déterminer ces constantes de la manière la plus simple, je 
reprends les équations en §, », £ de l’art. 2 1 , et je les ajoute ensemble, après 
avoir multiplié la première par X, la seconde par Y et la troisième' par Z; 
je prends ensuite la somme de toutes ces équations ainsi composées, relati- 
vement à tons les corps du système, et je dénote cette somme par la caracté- 
ristique S ; si l’on fait attention que cette caractéristique est indépendante de 
la caractéristique d des différentielles relatives à t, on aura l'équation 
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Dans eette équation, les termes qui contiennent des différences marquées 
par D sous le signe sommatoire S, sont susceptibles de réductions analo- 
gues à celles des intégrations par parties, et dont nous avons donne le 
type dans l’art. 1(5. Pour cela, considérons en général un terme quelconque 
de la forme S\D, (V DÇ); nous aurons, par les réductions de l'article cite, 
eu taisant attention que les quantités X et % sont milles au commencement et 
à la fin des intégrations marquées par I) (art. , 

S\D,(VDfj = — SYD£Ü\ = SÇ,D( Vl>\). 

Or Sg,D(VDX) est la même chose que SÇD,(VDX ), en prenant a la place 
du terme g,D(VDX) celui qui le précède. 

Donc, en général, on aura 

S\D,{VDÉ) = S£D,(VDX>, 

et il en sera de meme des termes semblables. Ainsi l'équation précédente 
deviendra de la forme 

fi * . S( X ç -f- \ K -f- Z U» 

HT* “ 

-f- s l(X)£ -+- (Y) n -+- (Z)£j = O, 

dans laquelle les quantités désignées par (X), (Y), (Z) contiendront les 
mêmes termes qui composent les seconds membres des équations de l'art. *23, 
de manière que ces équations donneront 

(X) = AXDm, 

(Y) = *YDm, 

(Z) = /-ZD m, 

d'où il suit que l’équation ci-dessus deviendra 

d*.$(Xî-t-Yii -i-Z5)Dm 
di' 

k S(XÇ - 4 - Yit -f- Z£)Dm = o, 
laquelle donne tout de suite, par l’intégration, 

S (X| Yb -f- Z£) Dm = Lsin(ty/X- -+- a), 

I, et A étant deux constantes arbitraires. 
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28. U est facile de voir, par la nature du calcul, que si l’on sul>slitue dans 
celle équation pour k une des racines de l'équation en k que nous avons 
dénotées par k ' , k", k " , etc. (art. 25), on devra avoir un résultat identique 
avec les expressions de £, r, £ de l’art. 2(î, de sorte qu’en substituant ces 
mêmes expressions dans l'équation précédente, elle devra devenir absolu- 
ment identique pour toutes les valeurs de k. 

On aura donc ainsi l'équation identique 

I Xe[ XEsin ( « y/ A- -t- «)| j 
S l -+- YsjYEsin (tyk -+- «)j J Dm = Lsin(fy/' -t a), 
i -t- Z 2 [ZE sin (fy'X -t- t)\ ; 

pour chacune des valeurs k ' , k" , k "' , etc., de k ; et connue cette identité 
doit avoir lieu indépendamment de la valeur de /, il ne sera pas difficile de se 
convaincre que tous les termes qui contiendront le meme arc r y/X- devront 
être identiques dans le premier et dans le second membre de l’équation ; d’où 
il suit d’abord qu ou aura nécessairement A = t pour toutes le valeurs de A 
et de t. 

Ensuite, si l’on fait attention à la valeur des signes sommatoires S et 2, 
dont le premier. S, représente la somme des quantités sous le signe qui appar- 
tiennent à tous les corps du système, et que nous avons dénotées par des 
nombres placés en forme d’indices an bas des lettres )art. 24 1 , et dont le 
second, 2, représente la somme des quantités semblables qui répondent à 
tontes les racines k', k", k m , etc., / , et que nous dénotons par des traits 

supérieurs (art. 25), ou trouvera, par la comparaison des termes affectés des 
mêmes sinus, l’équation 

ËS(X 5 -h Y'+Z’iDm = L. 


Donc on aura, en général, 

Ë sin ^ t y/X -f- * ) 

et, par conséquent, par l’art 27. 


I. sin ( i \ A -h /.) 

ST\ ’ -s- V ! -t- 7.* j Dm ’ 


Esin ( I y/X 


S(Xï + + 

SfX' + Y’ + Z'jDm ’ 


équation qui aura lieu pour tontes les valeurs de k. 
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29. Soient maintenant, lorsque t = o, Ç = a, « = fi, £ — y, et 

^ = a, 'y” = .é, ^ = 7 ; ees six quantités seront données par l’état initial 

du système: si donc on les introduit dans l'équation précédente et dans sa 
différentielle relative à t, en y faisant t — o, on aura les valeurs suivantes 
des constantes arbitraires : 


. S (X* -+- Yp Dm 

K SIM r — ~~ ' 

.SIX’+Y'+Z'IDm 


■S(Xa +- Yj j + /,y)»ii. _ 
vï.SlX'+ï' + Z’lDn.' 


Donc entin, si l’on substitue ces valeurs dans les expressions «le £, s, £ de 
l’art. 26, on aura 

XS( Xa -t- Y|S 4 - Zy) Db 
'S(V- e ï’4- Z’) Dm 

/XS(Xa + Yft + Zy)Dm 


y. / XS(Xa -t- Yj5 -t- Zy)Dm r.\ 

*■ = 2 r+z'TnUT <os ' V* ) 

v / XS (Xa + Y^ + Zylflm . ,-\ 

" \ v'ï .S <X’ -f- Y’ -+- Z*) l) m 8,n ' V * ' ’ 

/ YS (Xa -i- Y (SJ -+- Zy) Dm n\ 

”~ 1 \ S(X*+ Y*-Tz*) Dm' COS V* ) 

v / Y'S (Xa -t- Y fi ■+■ Zy ) Dm ,-\ 

^ “\l/3f.S(X* + Y»-t- Z*)Dm s,n t \ k ) > 
y /ZS(Xa -+- Y(3 -i- Zy) Dm /?\ 

£ = 2 ÿ^ïikr- cos 1 v*) 

H- v ( ZS(X.+Y|i + Zy)Dm ^ /A 
\ y'* . S ( X’ Y’ -t- Z’ ) D m V / 


Ces formules, remarquables par leur généralité autant que par leur sim- 
plicité, renferment la solution de plusieurs problèmes dont l’analyse serait 
lort difficile par d’autres méthodes. Nous allons en faire l’application à deux 
problèmes déjà résolus dans différents ouvrages, mais d’une manière plus ou 
moins incomplète. 


Digitized by Google 


SECONDE PARTIE. 


LA DYNAMIQUE. 


r»3 


§111, Où l'on applique tes formules précédentes aux vibrations d'une 
corde tendue et chargée de plusieurs corps, et aux oscillations d'un fil 
inextensible, chargé d’un nombre quelconque de poids, et suspendu pen- 
ses deux bôuts ou par un seulement. 


30. 1 ,es expressions des variables ». £que nous venons de trouver, se 
simplifient beaucoup lorsque, dans les équations différentielles de l'art. 21 , 
les variables dont il s’agit se trouvent séparées. A lois les variables X, Y, Z 
se trouvent aussi séparées dans les équations aux différences finies de l’art . 25 ; 
et chacune de ces équations donne, par le procédé de l’art. 24, une équation 
particulière en k du degré m. Si l’on dénote par k, k i , k a les valeurs des k 
qui répondent aux quantités X, Y, Z données par ces trois équations, et 
que l’on conserve les dénominations de l’article précédent, les expressions 
de £, », Ç se réduiront, dans le cas présent, à celles-ci : 


- / XSXaDm 4 \ , / XSXaDm 

/ YSYJlDm , /r -\ / YSYpDm 

" — 1 (, SY’Dm C0S 1 V * 1 ) + “ (sY*Dm .v'it 

„ _/ZSZ-/Dm n~\ ZSZy Dm 

£ \ "SZ r ü nT C ° S 1 » a j + 1 { SZ« ï) m . 


sin t ^k j » 
sin t y //- 1 ^ , 
sin t y/Â-a') ■ 


SI. Ce cas a lieu premièrement lorsque les corps sont supposés placés en 
ligne droite dans l’état d’équilibre; car, si l’on prend cette ligne pour l’axe 
des x, les ordonnées b et c deviennent milles, ainsi que leurs diflérences 
l)/>, De, et les équations de condition de l’art. 20 exigent que l’on ail 

^ = O, = o, c’est-à-dire que les forces perpendiculaires à l’axe soient 
nul les. On aura donc aussi = 0 , — 0 , etc., et | es équations de 

l’art. 21 deviendront, à cause de a = i , b' — a, c'= o, et de G == F — F\ 



Méc. anal. I. 
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Par conséquent, les équations de l'art. ‘23 se réduiront à eelles-ri : 


(*-£?)*»,» 



X V Dm -t- D, ( ) = o, 

XZDin -+- = o, 


dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de manière qu on peut 
les déterminer chacune en particulier. 

ï,a constante indéterminée k pourra donc être différente clans ces trois 
équations, et chacune d'elles donnera une équation du n >tmr degré pour la 
détermination de cette constante. On aura ainsi les formules de l’article 
précédent , 


•V2. Puisqu'on a, dans le cas dont il s'agit, ï)b — o, Dr = o, on aura 
Dy*=Da (art. 151), et les équations de l'équilibre (art. 22) donneront 

1’ — S Dm -t- A. 

Mais pour avoir la valeur de la quantité 1" (art. 15)), il faucha connaître la 
valeur de F en fonction de D/ou Do; et l’on en déduira, par la différen- 
tiation, la valeur de F' en fonction tic- F. 

Si, par exemple, on suppose <t> = k (Dr)", on aura F = K (D/)’", et, de- 
là, F'=mK (D/)»= in F. 

Dans le cas où l'on ferait abstraction de toute forc<“ étrangère, ou aurait 


o, ce qui donne F = A, et, par conséquent, F constante pour tous 

les corps. Mais In valeur de I ,v pourra varier d’un corps à l'autre, à moins que 
l’intervalle D a entre les corps consécutifs ne soit aussi le même pour tous les 
corps. Dans ce dernier cas, les quantités F et I ,v seront deux constantes 
qu'on pourra déterminer à posteriori, sans connaître la loi de la (onction 'I'. 

Ce cas est celui d’un fil ou cordc tendue, dont les'deux extrémités sont 
fixes, et qui est chargée d’un nombre quelconque de corps placés à dis- 
tances égales entre eux ; la quantité F exprime alors la tension de la corde ou 
le poids qui peut la produire; mais, pour la quantité F', on ne peut la 
déduire de F sans connaître la loi de l’élasticité de la corde. 
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Ce problème, (|iii est connu sous le nom de problème des cordes ribra/iles, 
mérite un examen particulier, tant parce qu'il est susceptible d’une solution 
generale, que parce qu’il est intimement lié avec le fameux problème des 
vibrations des cordes sonores. 

33. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le lil est chargé, soient 
égaux entre eux et sans pesanteur, et (pie les intervalles D/'on Dut qui les 
séparent dans l’état d'équilibre soient aussi tous égaux. 

Comme n est le nombre des corps mobiles, si l’on désigne par M la masse 
entière ou la somme de toutes les masses Dm, en y comprenant la dernière, 
ipii est supposée fixe, et par / la longueur de la corde dans l’état d’équilibre, 
il est clair (pi on aura 

Dm = — ^ — et D/ — D« = — - — ; 

n -t- l J ll+l 


et les trois équations en X, Y, Z de l’art. 31 deviendront 

/MA v . .. 

1 — T! — îtTi ^ “t - D X : — O, 

(h -I- i)*r ' 

Mk v , v 

(n-t-i)'F Y -l " D — °> 

/MA „ .. 

; ; — r.-p JL -j- U /• “ O, 

(»-4- l)*r ' 

lesquelles étant semblables entre elles, il suflira de résoudre la première, et 
il n’y aura plus qu’à changer F' en F pour avoir aussi la résolution des 
deux autres. 

34. Soit r l'exposant ou l’indice du rang qu'un terme quelconque X tient 
dans la série des X; nous désignerons en général ce terme par X,, et le terme 
précédent ( X sera X,_ , ; ainsi la première équation sera 

(TrSfP X f -+- D'X,_, = o. 

Supposons, pour résoudre cette équation, 

X r = H sin (rç e), 

Il et c étant deux constantes arbitraires: on aura, par les formules connues 

45. 
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de la multiplication des angles, 

D’ X,_ , = X r+ ,-sX,+ X,_ , = — 4 H sin (rp r) ( sin ® ^ , 


et ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente, ellç deviendra, 
après la division par X r , 


laquelle donne 


im . ( . ? \* 

(^ V)*F -U 8 '"») = 

V/À = *(«-+- 


o. 

?. 

2 


Or on a (art. 24) les deux conditions à remplir \, — o et X„ , , = o; In 
première donne e = o; la seconde donne sin ( n -{-1)9 = 0; d'où l’on tire 
(n 1 ) 9 = pr, t étant l'angle de 1 8n degrés, et p un nombre quelconque 

entier. Donc on aura p = (J ;j~ ; par conséquent, en faisant, ce qui est 
permis, H = 1 , on aura en général 


X , = ! 


Et l’on aura la même expression pour Y, et pour Z r , qu’on substituera à la 
place de X, Y, Z, dans les expressions de §, s, £ de l'art. 30. 

La mente valeur de p étant substituée dans l’expression de \ k trouvée 
ci-dessus, donne 

/* = *(«+ i)y / ^sin al7 ^ rT j, 

ou l'on peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jusqu'à n inclu- 
sivement; car p = n -+- 1 donne X, \ r , Z nuis, et au-dessus de n -+- 1 , les 

sinus de — , ° r ' — ; reviennent les mêmes. 

Ainsi on aura autant de valeurs differentes de k qu’il y a de corps mobiles ; 
ce seront les racines de l’équation en k. 

En changeant F' en F, on aura les valeurs des racines k 1 et A a des deux 
autres équations en k. 

O11 fera donc ces substitutions dans les formules générales de l’art. 30, 
et I on observera que la caractéristique sommatoire S doit se rapporter uni- 
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quement aux exposants ou indices de rang r, depuis r = i jusqu'il r — «, 
et que la caractéristique sommatoire 1 doit se rapporter aux indices p des 
différentes racines depuis p = i jusqu'à p — n. 

A l'égard de la valeur de SX’Dm = DmSX 3 , on aura, à cause de 


« = , la sommation suivante : 

n -+~ i 


SX’ = sin 1 -f- sin 3 a tp -+- sin* 3 <p -+- . . . - 4 - sin 3 n<p 

= — { (cos H— cos 4? + cos 6 <p — t- . . . -+- cos an) 

_ , , / cos a/i y — cosa( /i i ) |® , \ n -+- 1 

s ^ a ( i — cos a y ) a J a 

On aura de même SY 3 = SZ 3 = " ‘ • 

1 

35. Comme les valeurs de k sont incommensurables entre elles, la corde 
ne pourra jamais reprendre sa première position, à moins que les expressions 
de Ç, n, Ç ne se réduisent à un seul terme (art. 25). Dans ce cas, en mettant 
dans les formules de l'article cité, pour X, Y, Z et k , les valeurs qu'on vient 
de trouver, et faisant, pour abréger, 




011 aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conservé l’angle <p à la place de 


sa valeur 


£ = E sin r<p sin ( A' /sin ? « j , 

r = E sin rtp sin ( ht sin | h- >■ 
£ = E sin rtp sin f ht sin | -+■ t 'j ; 


mais il faudra que les valeurs initiales a, fi, y, a, ( 5, y, qui répondent à 
/ = o, soient proportionnelles à sin r<p. C’est la solution connue, dans 
laquelle on suppose que les corps ne font que des oscillations simples et 
isochrones. 

36. Pour avoir des expressions générales applicables à un état initial quel- 
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conque, il tant employer les formules de l'art. 50. en y substituant les valeurs 
trouvées ci-dessus (art. 54). Nous appliquerons, pour (dus de clarté, aux 
variables £, », £ l'exposant ou indice r placé au bas de ces lettres, pour mar- 
quer le rang du corps auquel elles se rapportent, et à l'égard des quantités 
», fi, y, a, fi, y, et \, Y, 'L, cpii sont sous le signe sommatoire S, nous 
emploierons l'exposant j au lieu de /•, parce que cet exposant est uniquement 
relatif au signe S, lequel indique qu'il faut prendre la somme de tous les 
termes qui répondent aux valeurs de S, depuis o jusqu'à //. 

Ou aura ainsi cette formule générale: 

sin s ® cos 'a ( « I ) h' t sin | 

sin a(«-+-i) A'/sin - 

sin .i'® — - — 

2 (h -I- i)AViu 

2 

et pour avoir les expressions «le », et il n'y aura qu'à changer h’ en h et », 
» en fi, fi et en y, y. 

Les variables §, représentent les excursions longitudinales des corps dans 
la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémités fixes de la corde, et 
les variables £, représentent leurs excursions transversales ou latérales dans 
la direction perpendiculaire à l’axe, les seules qu’on ait considérées jusqu'ici 
dans la solution du problème des cordes vibrantes. 

\ l’égard du signe 1. on se souviendra «pi'il exprime la somme de toutes 
les quantités, sons ce signe, qui répondent à p == I , a, 3, etc., n; d’oii I on 
voit que les excursions de chaque corps, tant longitudinales que transver- 
sales, seront composées en général d'autant d'excursions particulières ana- 
logues à celles de différents pendules dont les longueurs seraient 

S S 

■ ou — — — - — ■—> 

4 (« -t- i )’ A '* ( sin * ) 4 (n -t- « )*/»• ( sin i ) 

«pi’il y a «le corps mobiles, g étant la force de la gravité. 

Pour que les valeurs «le h et /«' soient réelles, il faut que les quantités F et F* 
soient positives (art. 35); «loue, suivant l’hypothèse de l’art. 52, il faudra 
«pie l’exposant m soit positif. Si les corps se repoussaient, F serait une qtian- 
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tir»* négative, et il faudrait alors que l'exposant m fut aussi négatif, et que, 
«le plus, ou eût J5 = o, j3 = o, y — o, y — o, pour rendre milles les excur- 
sions transversales s et £. 

ô 7. Il y a une remarque importante à faire sur l'expression générale de Ç, 
que nous venons de trouver. Quoique nous ayons supposé que le nombre n 
des corps mobiles est donné, et que la corde, dont la longueur est aussi 
donnée, est fixe par ses deux bouts, le calcul n’est pas arreté par ces suppo- 
sitions, et l’expression dont il s’agit donne la valeur de £, pour tout corps 
placé sur la même ligue droite dont le rang serait exprime par un nombre 
quelconque r entier, positif on négatif. 

En effet, puisque ce nombre r n'entre que dans le sin rp, il est visible 
qu’on peut lui donner telle valeur que l'on veut, et l’on voit en même temps 

que, comme p — -, ce sinus ne changent |tas de valeur si l'on y met 

uA(« -+- i ) — t— /• îi la place de r, et deviendra simplement négatif si l'on y 
change r en «A(« -t— i ) — r, A étant un nombre quelconque entier, positif 
ou négatif. D’où il s’ensuit qu’en imaginant, suivant l’esprit du caleul, que 
la corde s’étende indéfiniment de part et d’autre, et quelle soit chargée, dans 
toute sa longueur, de corps égaux et placés à distances égales entre eux, les 
mouvements île ces corps seront tels, qu’on aura toujours 

Çjis+ljti -f— $r* 

Or il est facile de voir que la formule a A ( /a — t— i ) ± /' peut représenter tous les 
nombres entiers, positifs ou négatifs, en supposant r compris entre o et 
n i ; car ayant un nombre entier quelconque, si on le divise par a (n-t- t) 
jusqu'à ce que le reste, positif ou négatif, soit moindre que //-(-■> ce qui 
est toujours possible, et qu'on prenne A pour le quotient et ± r pour le 
reste, ce nombre sera représenté par aA(«-i- i) ± r. Ainsi la valeur de Ç, 
relative à un corps quelconque placé sur la même ligne, à telle distance qu’on 
voudra de l'origine de l'axe /, se réduira toujours à la valeur de f; pour un 
des corps placés sur cet axe. 

Comme la relation que nous venons de trouver entre les differentes valeurs 
de Ç est générale, quel que soit le nombre r, si l’on y met A(n -+- 1 ) *+- r à la 
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place de r, et qu'on prenne -les signes inférieurs, elle devient 

*»!(«•+- l) — r == £ i ( * -♦- 1 ) -4- r ■ 

D'où il est facile de conclure que si l'on imagine toute la longueur indéfinie 
de la corde divisée en parties égales à l’axe / de la corde donnée, les valeurs 
de £, dans chacune de ces parties, seront les mêmes, à égale distance des 
points de division, mais de signes différents dans les parties contiguës. Si 
donc on représente les valeurs de £ pour tons les corps placés sur l’axe l, par 
les ordonnées des angles d’un polygone décrit sur cet axe, il n’y aura qu’à 
transporter ce polygone alternativement et symétriquement au-dessous et 
au-dessus de l'axe prolongé des deux côtés à l’infini, de manière que les côtés 
qui a!>outissent aux points de division soient les mêmes, mais placés en sens 
contraire et dans la même direction ; on aura ainsi à chaque instant les valeurs 
de £ pour tous les corps qu’on supposera distribués sur la même ligne droite 
prolongée à l'infini par les ordonnées îles angles de ce polygone composé 
d’une infinité de branches. Ces valeurs seront nulles dans chaque point de 
division, de sorte que les corps placés dans ces points seront d’eux-mêmes 
immobiles; et c’est ainsi que le calcul satisfait à la condition, que les deux 
bouts de la corde donnée soient fixes. 

(ie que nous venons de démontrer par rapport aux variables £ a lieu éga- 
lement pour les différentielles ; car, en différentiant l’expression de § r par 

rapport à /, on a une expression de ^ à laquelle on peut appliquer les 
mêmes raisonnements. 

Donc les valeurs de a et de a, qui représentent celles de Ç et de ~ au 

premier instant, et qui sont arbitraires pour tous les corps placés sur l'axe /, 
seront représentés par une pareille construction dans l’étendue de la corde 
de longueur indéfinie. 

Comme les expressions des deux autres variables » et £ ne diffèrent de celle 
de £ que par les valeurs initiales j9 et y, y, qui sont à la place de *, a, les 
mêmes résultats auront lieu aussi par rapport à ces autres variables. 

58. On conclura donc en général, que si une corde tendue, d'une lon- 
gueur quelconque, est chargée de corps égaux et placés à distances égales 
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entre eux, et qu'avant divisé cette corde en plusieurs parties égales, com- 
prises chacune entre deux corps, tous les corps, à l'exception de ceux qui 
sont dans les points de division, soient ébranlés à la fois, de manière que 
l'ébranlement soit le même, mais dans un sens opposé, pour ceux qui sont a 
distances égales de part et d’autre de chaque point de division, les corps 
placés dans ces points de division demeureront immobiles d’eux-mêmes, et 
chaque jjartie de la corde aura le même mouvement que si elle était isolée, 
et que ses deux extrémités fussent absolument fixes. 

Il résulte de là qu'une corde tendue, de la longueur /, fixe par ses deux 
extrémités, et chargée d’un nombre n de corps, étant divisée en » parties 
égales, v étant un diviseur de n + I, si l’état initial est tel, que les corps 
placé»* dans les points de division n’aient reçu aucun ébranlement, et que 
ceux qui sont en deçà et en delà d’un point de division à distances égales 
aient reçu des ébranlements égaux, mais en sens contraire, la cordc oscil- 
lera comme si les points de division étaient fixes, et que la corde n’eût que la 

longueur^- * 


."fb La séparation des variables dans les équations en Ç , n, £ peut encore 
avoir lieu sans supposer que les corps soient disposés en ligne droite dans 
l’état d'équilibre, mais en supposant que leurs distances mutuelles ne varient 
pas dans le mouvement. Nous avons remarqué dans l’art. 14 que ce cas 
dépend des mêmes formules générales, en y regardant la quantité 4>, et, par 
conséquent aussi, la quantité F, comme indéterminées; et nous avons vu, 
dans l’art. 22, que l’on a alors l’équation de condition 


0 fl r» y. Ü b •. Oc | . t» 


laquelle fait disparaître, dans les équations générales de l’art. 21, tous les 
termes multipliés par G. 

lin n’ayant égard qu’à la pesanteur des corps, et prenant l’axe des abs- 
cisses x et a, vertical et dirigé de bas en haut, on aura ~ égale à la force 

accélératrice de la gravité, que nous désignerons par g, et, de plus, — o, 
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^ = o; et les équations de l'article cité deviendront 



oii les variables sont séparées. 

I,n valeur de F sera (art. 'l'i 1 

F = y^gSDm -|- A) 1 -h B* -t- C*. 

Les équations en X, Y, Z deviendront donc (art. 25) 

*XDm + D(^) = o, 

• / YDm -+- Ü = o, 

*ZDm -+- D ( F ,”-) = o, 

qui sont, comme l’on voit, tout à lait semblables entre elles: de sorte qu'on 
pourra supposer X = Y = Z, parce que les constantes arbitraires par les- 
quelles ces quantités peuvent différer, devant être déterminées par les mêmes 
• conditions, deviendront aussi les mêmes. Ainsi les valeurs de Ç, s, données 
par les foi-mules générales de l’art. 50, ne seront différentes que par les 
valeurs initiales a, (3, y, a, [3, y, qui peuvent être quelconques. 

Toute la difficulté se réduit donc à trouver l’expression générale de 
mais c’est à quoi on ne saurait parvenir par les méthodes connues. 

Ce cas est celui d’un fil inextensible chargé de plusieurs poids et fixement 
arrêté dans ses deux extrémités. 

40. Lorsque le fil n’est arrêté que par une de ses extrémités, que nous 
prendrons pour l’extrémité supérieure, le corps le plus bas devant être libre, 
il faudra, par l’art. 17, que la valeur de <1* ou de F soit nulle à l’extrémité 
inférieure. Or, en prenant cette extrémité pour l’origine des abscisses, «pu* 
nous supposons dirigées de bas en haut, et y faisant commencer la somme 
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S Dm, la valeur de F y sera nulle, pourvu qu’on ait A = o, B = o, C = o. 
On aura ainsi F — gSDm. 

,, , rfül f/II rfll , . 

Comme on a, dans ce ras, = g, — o, -p- = o, les équations de 

l'art. 22 donneront Da = D f. Dé = o, De = o, c'est-à-dire que les ordon- 
nées b, c seront constantes ; de sorte qu'on aura, pour l’état d’équilibre, une 
ligne droite parallèle à l’axe vertical des abscisses a. Ainsi on peut faire 
b = o, c = o, en prenant pour l’axe des a la verticale qui passe par le point 
de suspension du fil. 

Ce cas, qui est celui des oscillations très-petites d'un fil suspendu à un 
point fixe, et chargé d’un nombre quelconque de poids, est aussi susceptible 
d’une solution générale lorsque les poids sont tous égaux entre eux, et placés 
à distances égales les uns des autres. 

f I . Dans ce dernier cas, en nommant n le nombre des corps, M la somme 
de leurs masses Dm, et l la longueur du fil, on a 

Dm = -, D/=D« = -; 

n J n 


et si l’on nomme, de plus, r le nombre des corps, à commencer du plus bas 
jusqu'à celui auquel répondent les variables £, «, £, on aura 

SDm = (r — t) Dm = ; 

et, de là, on aura 

F = g(r— i)M 
n 

C équation en X de l'art. 39 étant multipliée par deviendra, en met- 
tant X, au lieu de X, et observant que ,X devient X r _,, et X, devient X r>) , 

£x,+ D[(r-.)DX,_,] = o, 

savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caractéristique D, 
suivant la formule de l’art, 16, 

~ x r -t- (X,.,- X r ) -h(r-i) (X,_, - aX,+ X„ ( ) = o. 

Cette équation, à cause du coefficient variable r, ne peut pas être traitée 
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commp celles qui donnent les suites récurrentes ordinaires; mais on peut eu 
déduire successivement les valeurs «le X,, X,, etc. 

Pour cela, il n’y a qu'à la mettre sous cette forme, où h = — > 


X 


r* i 




De la, en faisant successivement r — i, a, 3, etc., on aura 


X,= (i -A)X„ 

V /* V 1 V / I A*\ V 

X, — - X 2 ~ X , — ^ 1 2/1-+- — ^ X, , 

v 5 — /1 v a v ( ... 3 A* A» \ .. 

x, = -r-x. - s x .= (i - 3 * + — - n) x - 

«■t ainsi de suite; de sorte «ju'on aura, en général, 


^r+ 1 = ( ' 


'±pil v _ r l r -;)( f - a )/ < » + . . \ x, (*). 

4 4-9 ) 


L'extrémité supérieure du fil devant être fixe, on peut supposer qu’elle 
réponde au corps dont le rang serait n + 1 ; ainsi il faudra que l'on ait 
X„^ , = o, ce qui donne l'équation suivante, en remettant pour A sa valeur 


'JL- 

B"’ 



( n — i ) /* A* (h — t)(n — a)/*A* 
4«g* 4-9 « , s’ 


laquelle sera, par rapport à k, du tlegré n, et donnera, par conséquent, les n 
valeurs de k , que nous désignerons en général par A <P \ 

f‘2. Il n’y aura donc qu’à substituer, dans les formules de l’art. 50, l’ex- 
pression précédente de X , à la place de X, de Y et de Z, et celle de A à la 
place de k, et ensuite exécuter les sommations indiquées par les signes S et 2. 
Mais il faut observer que dans le cas présent, où l’on suppose DA — o, 
[)<’ = o (art. 40), l'équation de condition de l’art. 59 donne D£ = o, et, 


• ) Le terme général est ± /,' X,. 

0 1 *. 3‘, . .P 1 


(J. Bertrand. ) 
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pir conséquent, £ égale à une constante pour tous les corps, mais qui peut 
être une fonction rie t ; donc on aura, pour le commencement du mouve- 
ment, a et a égales à des constantes ; or, le premier corps étant supposé fixe, 
les valeurs initiales a et a sont nulles pour ce corps ; donc elles seront aussi 
milles pour tous les autres. Par conséquent, l'expression générale de la 
variable £ deviendra nulle. Cela a lieu en négligeant, comme nous l'avons 
fait, les carrés et les puissances supérieures des variables £, », £, supimsée* 
très-petites. Kn effet, l’cquation Dr = Df de l’art. 19 donne, à cause de 
D#* = D.r* -t- D_y’+ Dz 1 et de D b = o, De = o, 


d où l’on tire 


D<** = (Dn h- DÇ)’-+- D»’-4- D£’, 


DÇ=- 


Dti'+p; 1 . 
" lün ~ ’ 


rie sorte que les variables £ seront du second ordre par rapport à » et £. 
Désignons maintenant par <J>r cette fonction de r, 


( r 0 


(r — i) (r — a) 

g« 4 

(,— ,) (r- »)(>■- 3 ) 

4-9 lg«J 




et mettons dans l’expression générale de la variable » de I art. 30 , à l' imita- 
tion de ce que nous avons fait dans l’art. 30, », au lieu de », et <t >r au lieu de V 
dans les termes qui sont hors du signe S; mais dans ceux qui sont sous ce 
signe, nous changerons r en s, et nous mettrons au lieu de (5 et < )n 
aura ainsi, pour un corps quelconque dont le rang est r en montant, 


-H 


v f4>rS(*, <t>j) 
i [ S(*r)‘ ‘ COS 

_ f 4>rS(*.<l>f) . 

1 5 — —A su 

L S(4»«) , .vT i! 



où le signe S exprime la somme des termes qui répondent iu= i , a, 3, etc. , 
/», et le signe 1 représente la somme des termes qui répondent à p = i , 2 , 
3, etc., n, en supposant que A*' 1 , A'* 1 , . . , A'" 1 soient les racines de 

l’équation en A " , représentée par 4>(n i) = o. 
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On aura mie expression tout à fait semblable pour la variable en chan- 
geant simplement jS ( , fi,, en y„ y,. 

I ,e problème des oscillations infiniment petites d’un fil chargé d’un nombre 
quelconque de poids égaux est donc complètement résolu; il ne reste qu’à 

déterminer les racines de l'équation en k , ce qui ne parait pas possible en 
général. 

iô. Au reste, quoiqu’on ne puisse pas déterminer ces racines, on peut 
néanmoins être assuré qu’elles doivent être toutes réelles, positives et iné- 
gales; autrement les valeurs de £, », £ contiendraient des termes qui iraient 
en augmentant avec le temps, ce qui ne peut être, puisqu'il est évident, par 
la nature du problème, que les oscillations du fil doivent toujours être de 
peu d’étendue, si les valeurs initiales de Ç, a, £sont très-petites. 

Le contraire aurait lieu si l'on supposait la quantité g, qui exprime la gra- 
vité, négative, c’est-à-dire agissant en sens opposé ; car ce serait le cas oii le 
point de suspension du fil vertical étant placé il son extrémité inférieure, le 
lil culbuterait, pour peu qu’il fut déplacé de la situation verticale. En eflet, 
en faisant g négative dans l’équation en k, tous ses termes deviennent posi- 
tifs, de sorte qu'elle ne peut avoir que des racines imaginaires ou réelles 
négatives. 

On peut aussi trouver ces résultats à priori, par les principes établis dans 
l’art. 8, ce qui peut servir à montrer la justesse de ces principes. En effet, 
si l'on a égard à la condition de l’inextensibilité du fil, laquelle donne (article 
précédent), en prenant les sommes comptées du corps le plus lias. 


P-ç q P^-t-Wr 
ç — h a Do » 


la valeur de \ sera simplement SllDm, et l’on aura 

ri = g -r — g « ■+- g?. 


Mais puisque le corps le plus haut, qui répond à n -+- I , est supposé fixe, 
la valeur de Ç y devra être nulle ; ainsi on aura 


s,= 
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en supposant que la somme renfermée entre deux crochets soit la somme 
totale. Donc on aura 


s , D^+Dr 

' — h 2 Da - ’ 


où le signe S’ dénote les sommes prises à rebours, à commencer par le corps 
le plus haut, et qui sont les différences de la somme totale et des sommes 
partielles dénotées par S, lesquelles doivent commencer au corps le plus bas, 
où est l’origine des abscisses. 

On aura donc ainsi 

V = gSoDm gSDmS' 

où l’on voit que la partie de V, qui contient les secondes dimensions des 
variables a et £, qui sont maintenant indépendantes, est nécessairement tou- 
jours positive, et que, par conséquent, les racines de l’équation en / seront 
toutes réelles, positives et inégales. Ce serait le contraire si l’on donnait à g 
une valeur négative. 


^ IV’. — Sur les 'vibrations des cordes sonores, regardées cou une des cordes 
tendues, chargées d'une infinité de petits poids infiniment proches l’un 
de l’autre; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires . 

44. r.a solution générale que nous avons donnée du problème des cordes 
vibrantes a lieu, quel que soit le nombre n des corps mobiles, et quel que 
soit aussi leur état initial ; par conséquent elle doit s'appliquer aussi au cas où 
le nombre n deviendrait infiniment grand, et les intervalles entre les corps 
diminueraient à l’infini, de manière que la longueur de la corde restât la 
même : alors le mouvement de chaque corps se trouvera représenté par une 
série infinie de termes dont la somme sera équivalente à une fonction finie, 
différente de celle de chacun de ses termes. Ce cas est celui d'une corde sonore 
uniformément épaisse, et l'on a coutume de le résoudre directement par le 
calcul différentiel ; cependant il peut être intéressant pour l’analyse de faire 
voir comment on peut le déduire de la solution générale, surtout parce que, 
de cette manière, on sera assuré d’avoir une solution applicable à quelque 
ligure que la corde puisse avoir au commencement de son mouvement. 
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45. Nous remarquerons d’abord qu’en supposant n infini, la valeur 

île \jk (art. 54 ) devient \J ~ p-r, parce que la dernière limite de 

a l« + i) sin ^ est p-v ; de sorte que les racines de l'équation en k. qui 

étaient toutes incommensurables entre elles, tant que le nombre « des corps 
mobiles était fini, deviennent toutes commensorahles lorsque n est infini, 

ayant pour commune mesure t y/rn dans les excursions longitudinales £, 
et t W jyi dans les excursions transversales » et Ç; d'où il suit que la corde 
reprendra toujours sa première ligure par rapport à l'axe, au bout d’un 
temps égal à a yT’ ( l ,le * f l ue P u ' sse être son état initial. 

Il est vrai que, le nombre p pouvant aussi devenir inlini, il y aurait des 
cas où l'on ne pourrait plus supposer a (« -+- 1 ) sin = p 7r î niais 

comme cela ne peut avoir lieu qu’après un nombre infini de termes dans les 
séries infinies marquées par 2, il s’ensuit de la théorie connue de ces séries, 
que ces cas particuliers ne sont point une exception au résultat général. 

On peut d'ailleurs s’en convaincre directement ; car, dans le cas de « 
infini, les différences finies marquées par 1) deviennent infiniment petites; 
ainsi l'équation en X de l'art. 53 devient, en changeant I) en </, et mettant 

pour n ! sa valeur -j- > 


MA v <i'\ 


laquelle étant intégrée donne 

X = H sin I n -t- 

Il faut que X soit nul lorsque a — o, et lorsque a — t, parce que les 
deux extrémités de la corde sont fixes; la première condition donne i = o, 

et la seconde donne / = p-r, d'où Ton tire y/k = p-r comme 

plus haut. 

On n'a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne toujours 
à son premier état, de supposer qu’elle ne fasse que des oscillations simples 
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et semblables à celles d'un pendule, comme dans l’art. 3.3; car, quel que 
soit son état initial, on est assuré qtie ses vibrations seront toujours iso- 
chrones entre elles, et synchrones à celles d'un pendule simple de longueur 

égale à ” ; mais la loi de ces vibrations sera différente de celle des vibrations 

des pendules, et dépendra de l’état initial de la corde. 

Pour connaître cette loi, il faut voir ce que deviennent les expressions 
générales de £, a, £ dans le cas de n infini ; c’est ce que nous allons exa- 
miner. 

* 

Faisons dans la formule générale de l’art. 3<V les substitutions de — — 
à la place de y et de ^ , j ' ■* ta place de sin % en supposant « infini, et 

au lieu des exposants ou indices r et s qui dénotent le rang des corps aux- 
quels appartiennent les variables £ et a, employons, ce qui est plus simple, 
les parties mêmes de l’axe ou les abscisses qui répondent à ces corps, en 
dénotant par .r l’abscisse relative à £, et par a l'abscisse relative à a et h v. 
Comme la longueur totale de la corde est supposée égale à /, on aura 

r x sa / 

« ■+■ 1 7 ’ «4-1 l ’ I) a ' 


et la formule dont il s'agit donnera cette expression générale des excursions 
longitudinales Ç, 


£ = 2 2 sin A ' cos(pTAY) 

en faisant 


: ,/>) sin Ipith't) ] 

A —ni V J’ 


A (rt =s(sin£^^), 

À :>i =s(sin^“ 


Ce signe 2 dénote ici une suite infinie de termes qui répondent à p = i , 
2 , .i, etc., à l'infini; et le signe S dénote d’autres suites infinies de termes 
qui répondent à toutes les valeurs de a, l)a, aDa, 3Da, etc., à l'infini, à 
cause de Da infiniment petit- 

On aura de pareilles expressions pour les excursions transversales « et 
en changeant h' en h et «, « en ,3, fi, et en y, y. 
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47. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du problème des coules 
vibrantes, donnée par Taylor, était parvenu à une formule semblable à la 

précédente, mais dans laquelle les coefficients A étaient nuis, et les eoefli- 

cients A f dénotaient simplement des constantes arbitraires dépendantes de 
la figure initiale de la corde ( Mémoires de Berlin, 1 y 3 ) ; et il avait cru pou- 
voir expliquer, par les différents termes de sa formule, les sons harmoniques 
qu'une corde sonore fait entendre, avec le son principal. Notre formule, 
dans laquelle ces coefficients sont exprimés par les valeurs initiales a, «, nous 
met en état d'apprécier cette explication, qui a été adoptée par plusieurs 
auteurs après lui. 

En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde sera donne 
par le premier ou les deux première termes de la série qui répondent à p= 1 , 
et que les sons harmoniques successifs, c'est-à-dire l'octave, la douzième, la 
double octave, la dix-septième, etc., seront donnés par les termes suivants 
qui répondent à p= a, 3, 4, 5, etc. Donc, pour que le son principal 
domine parmi tous les autres, et qu’il 11 'y ait que les premiers des harmo- 
niques qui se fassent entendre en même temps, il faut supposer que les 
coefficients A ,J , V' soient beaucoup plus grands que tous les autres pris 
ensemble, et que les coefficients suivants : 

A'”, A 1 * 1 , A 1 ",..., À"», À 1 *', A",..., 

forment des séries extrêmement convergentes. Mais, par la manière dont ces 
coefficients dépendent des valeurs initiales a et «. on voit que cette suppo- 
sition est inadmissible, en regardant l’état initial de la corde comme arbi- 
traire; on voit même que, dans la plupart tics cas, ces coefficients formeront 
des séries divergentes, ce qui n'empêchera pas que la corde ne fasse des 
vibrations isochrones ou d'égale durée, seule condition nécessaire pour la 
formation d'un ton. 

48. Quoique les formules de l'art. 46 donnent rigoureusement le mou- 
vement de la corde au bout d’un temps quelconque t, les séries infinies qui 
entrent dans ces formules empêchent néanmoins qu’elles ne représentent 
ce mouvement d’une manière nette et sensible ; mais, en envisageant sous un 
autre point de vue la formule générale de l'art. 56, 011 peut en tirer une 
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construction simple et uniforme pour déterminer l’état de la corde à chaque 
instant, quel que puisse être son état initial. 

Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme suivante, ce qui est 
permis à cause de l'indépendance des signes sommatoires S et 2: 

% r — Sa,2 j sin sif cos ( n -+- 1 ) A'tsin î j J 


„ • ) i aia r© . 

Sa,2 \ — — 1 sin s ^ 


sin£a(n ■+• i)A'f sin j 

(n H-i)/i'»in ^ | 


Nous tirerons d’abord de cette formule une conséquence qui nous sera 
Ibrt utile. Comme on a supposé que a est la valeur initiale de £ (art. 29), 
il faut qu’en faisant t — o dans l’expression précédente de elle se réduise 
à a r , et qu’on ait, par conséquent, cette équation identique, 

S , s sin r® . 

«,2 1 Sini®. 

' ' n ■+• i * 

Il est évident que le second membre de cette équation ne peut se réduire 
à a,, à moins que l’on n’ait en général 

_ asinro . 

2 — 1 sin,y$ = o, 


teint que s est différent de r ; et que, lorsque s = r, on ait 


_ î sin r® . 

2 1 sin r $ = i , 


$ étant égal à - — - > et le signe 2 étant rapporté aux valeurs successives i , 

pK 

2 , 3, etc., n de p : ce qui donne une série formée des produits de sinus 
d’angles multiples de et dont la somme devra être toujours 

nulle dans le premier cas, et égale à dans le second. C est aussi ce 

qu’on peut démontrer directement par les formules connues, pour la som- 
mation de ces sortes de suites. 

Dans ces formules, r et s sont supposés des nombres quelconques entiei's 

47- 
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compris entre o et n 4- 1 ; niais, à cause fie <p = n ^--> p étant aussi un num- 

hre entier, si l’on met 2 A(n + i)±r à la place de r, A étant un nombre 
quelconque entier positif ou négatif, on aura 

sin [ 2 A(n -+- t) ± /'J $ = ±: sin r« ; 

par conséquent, on aura, en général, 

„ ( asiiif a A (n -t- i) ± /• |o . I 

! — îr + i “»inj^ =±i ou = o, 


selon que .v sera égal à r on non. 

La formule jA(k + i)±r peut représenter tous les nombres entiers 
positifs ou négatifs, comme nous l’avons vu dans l’art. 37; ainsi, ayant un 
nombre quelconque entier N, on peut faire N = aA(/i + i)±f, ee qui 
donnera r = ± [N — 2 A (n -t- i)J, et l'on aura en général, quel que soit N, 


„ sin No X sin. f o , , 

A "il 

n ■+■ i 5 


selon que .r sera = ± | N — a A (/» -t- I )] ou non, s étant un nombre entier 
entre o et n -t- i . 


49. Lela posé, comme l’expression de Ç, est composée de deux parties, 
dont la première contient les valeurs initiales a de la variable £, et dont la 

fi f 

seconde contient les valeurs initiales a des différentielles ~ , nous considé- 
rerons ces deux parties séparément, et nous désignerons la première par 
et la seconde par §’ , de manière que l’on ait Ç r = -H 

En supposant n infini, l’angle tp = devient infiniment petit, et sin £ 
se réduit à ? (art. 46). Faisant cette substitution dans l'expression de 5 , , on 
aura (art. 48) 

Ç‘, = Sat,v — -L-- sinr® sin .t® cos(« 4 - i) h'tip ; 
et développant le produit sin r<p cos (« 4 - i) h't<p, 


S« f 2 J 

> »infc4-(n4-i)A , t] ? • i 

! n -t- 1 “"'♦j’ 

J 

iin )Vt]y • 1 


n 4- 1 Sm ' î<P | 
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(domine n est suppose un nombre infiniment grand, on pourra toujours 
regarder comme un nombre entier le nombre (n -t~ i quel que puisse 
être le nombre exprimé par h't. 

Ainsi, en faisant, dans la dernière formule de l’article précédent, , 


on aura 


ou 


N = r -+- (n -+- l)h't, 

c _( siu [>-*-(« -t- i)A'i]ï i ■ . 

S«,Z| -J- „ + = u sinr<pj= ±i»„ 


s = dt [ r -(- (n -f- 1 )h't — aA (n ■+■ i)J; 
et faisant N = r — (n -+- 1 ) h't, on aura pareillement 

c 1 tviii I r — (n +■ i)A'f lo . I . i 

Stt ^| — 1 — -sinj<pj = ±\*„ 
où 

s'— ± [ r — (/»•+■ i)A't — a a'(« -+- 1 )], 

A et a' étant des nombres entiers quelconques, ou zéro. 
Donc, réunissant ces deux valeurs, on aura simplement 

Ç r = l(±«,±«„) t 


où les signes ambigus de a, et de a, répondent à ceux des valeurs fie .« et 
«le s\ 


oO. Mais, à la place des exposants ou indices r et s qui dénotent le rang 
des corps auxquels appartiennent les variables £ et a, il est plus commode 
d'employer les parties mêmes de la corde comprises entre la première extré- 


mité fixe et ces mêmes corps. 

Désignons, comme dans l'art. 40, 
qui répond à Ç, et par a celle qui 
étant /, on aura 

r x 

n 4-1 ? ’ 

et de même 

j?_ 

n ■+■ i 


par x la partie de l'axe ou l'abscisse 
répond à a ; la longueur de la corde 

.» a 

n - f- i 7 * 

a' 

= 7’ 
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V. 

ce qui donne 

(n-t-i)x (n-+-i)a , (n-t-i)fl'. 

r — - ^ j s — - ^ i i — — j~ * , 

(*t à lu place de , a t , a „ on pourra écrire simplement a a , a^. 

Substituant ces valeurs de r, s, t ' dans les formules de l'article précédent, 
multipliant par /, et divisant par « -+- 1 , on aura 

a = ± (x Ih't — a a/), 
a = ± (x — l/t't — a A*/), 
ï(± <*.± <**)» 

les signes ambigus de et a et a*, répondant à ceux de a et a 1 ; et l’on détermi- 
nera ces signes, ainsi que les valeurs de a et de a , par la condition que ces 
valeurs soient positives et moindres que /. 

51. Représentons par A et A' les valeurs de ± a n et ± a^, en sorte que 
l'on ait, en général, 

- A -t- A' 

= 3 

Donc, i°. si .ï -l -Ih't est entre o et /, on prendra a=x-\-Uit et 
A = -t- 

a". Si x -+- Uit est entre / et a/, on prendra a — — (a - -H Ih't — a /) 
et A = — a„ ; 

3°. Si x -t- Ih't est entre a / et 3 /, on prendra a — x -+- Ih't — 2 I et 
A = -t- Et ainsi de suite. 

De même, t°. si .r — Ih't est entre / et o, on prendra a' — x — Ih't et 
A' = *, ; 

a”. Si x — Ih't est entre o et — /, on prendra a = — (x — Ih't ) et 

A'= 

3®. Si x — Ih't est entre — / et a/, on prendra a — x — Ut' t -t- a / 
et A'= Et ainsi de suite. 

On voit que ces différents cas sc réduisent à déterminer les abscisses a 
ou o', en ajoutant ou en retranchant de l’abscisse x la ligne Ih’t, de manière 
que, lorsqu'elle passera l'une ou l'autre extrémité de l'axe /, elle soit repliée 
en arrière et comme réfléchie par des obstacles placés à ces deux extrémités, 
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et à prendre l’ordonnée correspondante «„ ou sr lt , positive, si le nombre des 
réflexions est pair, ou négative, si ce nombre est impair. 

52. Mais il est encore plus simple de continuer la courbe des 2 sur le 
même axe / prolongé des deux cotés, de manière qu’on ait directement les 
ordonnées a 0 et qui répondent aux abscisses x Ut' t et x — Ih't. 

Pour cela, ayant décrit sur l’axe / le polygone d'une infinité de cotés, ou 
la courbe dont les coordonnés sont « x , pour une abscisse quelconque x, et 
qui sera donnée par les valeurs initiales des excursions Ç r de tous les points 
de la corde, il n’y aura qu'à transporter cette même courbe alternativement 
au-dessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, 
de manière qu’il en résulte une courbe continue formée de branches égales 
situées symétriquement autour de l’axe et se joignant par les mêmes extré- 
mités, dans laquelle les ordonnées prises à distances égales de part et d’autre 
de chacune des deux extrémités de l’axe /, soient toujours égales entre elles 
et de signe contraire. 

E 11 prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux abscisses 
.r -t- lit' t et .r — Ut t, on aura les valeurs de A et de A', et la variable Jj x sera 
représentée, au bout d’un temps quelconque t, j>ar la formule 


On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de la courbe cpii 
représente les valeurs de 2 , de ce que nous avons démontré en général dans 
l’art. 57, en supposant que la corde, au lieu d’être terminée aux deux points 
fixes, s’étende de part et d’autre à l’infini; le polygone que nous avons ima- 
giné dans cet article deviendra ici une courbe continue, laquelle, étant appli- 
quée au premier instant du mouvement, sera la courbe des valeurs «le a 
prolongée à l’infini. 

53. Considérons maintenant la seconde partie de £ r , que nous désignons 
par £', et qui est représentée par la formule (art. 4t> | 


„ la sin rs • 


in a (n 4- 1 ) h't sin | j j 
a (/l 4- ijà'sin ? i 
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Il (aut commencer par la délivrer du dénominateur sin pour la rendre 

semblable à celle de i-, et susceptible des mêmes réductions. 

Pour cela, je prends la différence D . 2", et comme l’exposant r n’entre 
que dans sinr î, il sutlira d'affecter ce sinus de la caractéristique I). 

Or, par les théorèmes connus, on a 

I) .sin r<6 — sin (/■ — i— 1 ) ® — sin r« = a sin f cos (r -+- £) ?. 
Substituant donc cette valeur dans l'expression de 1)2’ , on aura 


l).£ = . — — r-p S«,2 j Jt y - r ~^-L^sin,»'psin 
(h-hi)A' • | (b-4-i) r 


a (n ■ 


I )h't sin ? jj» 


Faisant, pour le cas de n infini, sin ï — 

1 a a 

cos (r +- -jj^sin (n ■+■ i )h' t<p, on aura 


oeveioppam 



i 

|»+i)4 


(« -+- 1) A 


,S«,2 

» S «,2 


sin f r-h (n -4- i) A'/ 4- -j jç 
n ■+■ i 

sin [r — (« i)h't -l- j]<f 
n + i 


sin s$ 
sin si. 


bette expression de D£" r est composée de deux parties semblables à celles 
de Sj' r (art. -i9); on |>eut donc y appliquer les mêmes raisonnements, et la 
ramener à une construction semblable. 

Yyant donc tracé sur l’axe l le polygone d’une infinité de côtés, ou la 
courbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient a r , et qui sera 
donnée par les vitesses initiales a, on la transportera alternativement au- 
dessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de 
manière que l’on ait une courbe continue semblable à celle de l'article pré- 
cèdent. Alors, en mettant ou à la place de n -+- 1 , et négligeant comme 

nul le terme -r — — r vis-à-vis de .r, on trouvera 


et passant des différences aux sommes, 




,,)D.r. 
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;>t. Ces sommes ou ces intégrales représentent, comme l’on voit, des 
aires de la courbe dont les coordonnées sont a; et il faut que ces aires ne 
commencent qu’aux points où .r = o, et où les abscisses sont lli t et — Ut t\ 
mais il est plus commode de les faire commencer à l’origine commune des 
abscisses, qui est l'extrémité antérieure de l’axe /. Pour cela, il faudra 
retrancher de faire qui commence à ce point, et qui répond à l'abscisse 
x - 1 - ffi't, faire qui répqnd à l'abscisse l/i't, pour que faire restante ne 
commence qu’au point où ,r = o ; et quant à faire qui répondra à l’abscisse 
x — f/i’t, il faudra y ajouter faire relative à — Ih't, pour en rapporter le 
commencement au même point de l’origine des abscisses. 

Dénotons en général par (fait. c) x toute aire qui commence à cette origine 
et qui répond à une abscisse quelconque .r; d'après ce que nous venons de 
dire, on aura, dans l'expression de , 

^ ./Vf If r — * (/^ b ./**( i./cd'/.rW,, 

— (/««te).*-/»', (/« r/'C) 

t)n substituera donc ces valeurs, et l’on remarquera qu’on a, en général, 
(/«tir) w , + (f«dx)„ Wl = o, 

puisque, i>ar la nature de la courbe des a, les ordonnées qui répondent à des 
abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi égales et de signe diffé- 
rent; de sorte qu’on a constamment « <Vt a..,*, = o. 

Donc on aura simplement (article précédent) 

SI = 77 ïp [(/«<&U«-,— 

BS. Donc enfin réunissant les valeurs de et de fjj, on aura cette 
expression générale de au bout d’un temps quelconque t, 

£r = 1 K-wv, H- **-/*,) "P [(/«<&)„,*,, — {fttdx),^,]. 

On aura des expressions semblables pour les variables «t x , Ç x , en changeant 
seulement U en h et a, a en Ci, 8 et y, y, et en supposant qu’on ait tracé 
de la même manière les courbes correspondantes aux valeurs initiales fi, fi 
et y, y. 

Mtr. anal. I. 48 
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Ayant ainsi les excursions longitudinales g, et les excursions latérales k j7 
K r de chaque point de la corde qui répond à l’abscisse x prise dans l'axe, on 
connaîtra l’état de la corde au bout d'un temps quelconque t écoulé depuis 
le commencement du mouvement, et comme les valeurs initiales a, |5, y, 
ainsi que a, |9, y , sont absolument arbitraires, on voit que rien ne pourra 
limiter cette solution, tant que les courbes formées d’après ces valeurs auront 
une courbure continue et ne formeront point d’angles finis, ce qui produi- 
rait des sauts dans les expressions des vitesses et des forces accélératrices. 

On a supposé (art. 3a) h — h' = ^ étant la longueur de 

la corde, et M la masse de tous les poids dont elle est chargée (art. 33); 
ainsi M sera la masse ou le poids de toute la corde qui est supposée unifor- 
mément épaisse; de sorte que si l'on nomme P sa pesanteur spécifique qui 
dépend de la densité et de la grosseur, on aura M = /P; par conséquent, 
on aura 

,, = î \Zr '‘-fv/Ç* 

A l’égard des quantités F et F', nous avons vu que ce sont deux constantes, 
dont l’une, F, exprime la tension de la corde, et est, par conséquent, pro- 
portionnelle au poids qui la tend ; mais F' dépend de la loi «le cette tension, 
relativement à l’extension de la corde (art. 32). 

oG. Pour peu qu’on examine la nature des courbes qui représentent les 
valeurs de a et a, il est facile de voir que les ordonnées éloignées entre elles 
de l’intervalle a / seront toujours égales et de même signe, et que les aires 
qui se termineront à ces ordonnées seront aussi égales entre elles, parce que 
toute aire qui répond à un intervalle a /, pris dans un endroit quelconque 
de l’axe prolongé à l’infini, est toujours nulle, étant composée de deux par- 
ties égales entre elles, mais de signe contraire. 

Il suit de là que la valeur de demeurera la même si P on augmente le 

temps t de la quantité ou d’un multiple quelconque de cette quantité; 
donc les excursions longitudinales de la corde reviendront les mêmes au 
bout d’un intervalle de temps égal à ou a / y p -, ; c’est la durée des vibra- 
tions longitudinales. 
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Il en sera de même des valeurs de ti x et de en changeant h' en h, c’est- 
à-dire F' en F ; ainsi la durée des vibrations transversales sera a i y^p- 

Tous les auteurs qui ont traité jusqu’à présent des vibrations des cordes 
sonores, n’ont considéré que les vibrations transversales, et ils ont trouvé 
pour leur durée la même formule que nous venons de donner. 

A l’égard des vibrations longitudinales, M. (’.hladni est le seul, que je 
sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité d’ Acoustique, § 43; 
il donne le moyen de les produire sur une corde de violon, et il remarque 
que le ton qu’elles rendent n’est pas le même que celui des oscillations trans- 
versales, d’oii il suit que F' est différent de F ; par conséquent, dans l’ hypo- 
thèse très-vraiseinblable que la force élastique par laquelle chaque élément 
de la corde résiste à être allongé, ou tend à se raccourcir, soit proportion- 
nelle à la puissance m de eet élément, c’est-à-dire qu’on ait $ = K (D^) m 
lart. »*). « faudra que m soit différent de l’unité (art. 52); et si, comme 
AI. Chladui parait l’insinuer, le ton longitudinal est toujours plus élevé que 
le tra ils versai, il faudra que F' > F, et, par conséquent, tu > i . 

37. Nous avons vu (art. 36) qu’une corde tendue, de la longueur t et 
chargée de n corps, peut se mouvoir comme si elle n’avait qu’une longueur 

t> étant un diviseur de « -+- i . Lorsque n est un nombre infini, » peut être 
un nombre entier quelconque; ainsi une corde sonore de la longueur l pourra 

osciller comme une corde dont la longueur serait j , c’est-à-dire une partie 
aiiquote de /, et la durée de ses oscillations se réduira alors à ~ yp> pour 
les oscillations longitudinales, et à — y p pour les oscillations transversales. 

Kn effet, si les valeurs initiales et arbitraires er et a sont telles, que les 
courbes ou les lieux de ces valeurs sur l’axe / coupent eet axe en deux n* 
en r parties égales, et que les branches qui répondent à ces parties soient les 
mêmes, mais situées alternativement au-dessus et au-dessous de l’axe, de 
manière qu’à distances égales de part et d’autre de chacun de ces points 
d’intersection, les ordonnées soient égales et de signe contraire; ces courbes 
étant ensuite prolongées à l’infini, suivant la construction de l’art. 49, auront 

48. 
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la même forme que si elles provenaient d’une corde dont la longueur ne 
serait que [ > et l’expression générale de £, (art.. 52 ) fait voir que les valeurs 

de Ç qui répondent aux points d’intersection sont toujours milles; de sorte 
que la corde, dans ses oscillations longitudinales, se partagera d’elle-inêmc 
en autant de parties égales, qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient 
fixes. 

Il en sera de même par rapport aux oscillations transversales représentées 
par les variables » et £. 

58 . Comme le ton que donne une corde sonore ne dépend que de la 
durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une meme corde tendue, 
est proportionnelle à sa longueur, il s'ensuit qu'une corde, eu se partageant 
ainsi d’elle-mème en parties aliquotes, rendra îles Ions qui seront au ton 
principal, dans lequel l’oscillation est entière, comme les fractions qui expri- 
ment ces parties sont à l'unité. Ainsi, si la corde se partage en deux, trois, 
quatre, etc., parties égales, ces tons seront exprimés par les fractions i, j, 
i, i, etc., et seront, par conséquent, à l'octave, à la douzième, à la double 
octave, à la dix-septième, etc., du ton fondamental. 

On apj>el!e ces tons qu'une même corde peut donner d’clle-méine, tons 
harmonit/ttes, et l’on sait qu’on peut les produire à volonté, en louchant légè- 
rement la corde pendant sa vibration, dans un des points de division qu'on 
nomme nœuds de vibration, d’après Sauveur, qui a expliqué le premier, 
par ces nœuds, les sons harmoniques de la trompette marine et des autres 
instruments, dans les Mémoires de i Académie des Sciences de 1701. 
Wallis les avait déjà observés dans les cordes qui sont à l’octave, à la dou- 
zième, à la double octave, etc. , au-dessous d'une corde qu’on fait résonner, 
et qui frémissent en se divisant naturellement en deux, trois, quatre, etc., 
parties égales, dont chacune donnerait le même ton que la corde qu’on fait 
résonner. / oyez le chapitre 107 de son Algèbre. 

59 . La théorie et l’expérience sont bien d'accord sur la production des 
sons harmoniques; mais il n'est pas aussi facile de rendre raison de ce qu’on 
appelle, d’après Hameau qui en a fait la base de son Système, la résonnance 
du cor/js sonore, et qui consiste dans la réunion des sons harmoniques avec le 
sou principal de toute corde qu’on fait résonner d’une manière quelconque. 
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Si ces sons harmoniques sont, en effet, produits par la même corde, en 
même temps fjue le son principal, il faut supposer que la corde fait à la fois 
des vibrations entières et des vibrations partielles, et que ses vibrations effec- 
tives sont composées de ces différentes vibrations, comme tout mouvement 
peut être composé ou regardé comme composé de plusieurs autres mou- 
vements. 

Nous avons déjà vu plus haut (art. 17) qu’on ne peut expliquer d’un- 
manière plausible la coexistence des sons harmoniques, par la formule «le 
Daniel Bernoulli ; on peut ajouter que les séries qui pourraient donner ces 
différents sons disparaissent de la formule, lorsqu’on suppose le nombre des 
corps infini, et qu’il en résulte, pour chaque point de la corde, une loi d’iso- 
chronisme simple et uniforme, qui dépend immédiatement et simplement de 
l’état initial, comme nous venons de le démontrer. 

Au reste, si l’on voulait à toute force expliquer la résonnance multiple 
«les cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la figure initiale, 
par exemple, comme formée de différentes courbes superposées l’une à 
l'autre, de manière que l’une serve d’axe à la suivante, et dont la première 
ne forme qu'une branche dans toute l’étendue de la corde ; la seconde forme 
deux branches égales et placées symétriquement, qui divisent l’axe en deux 
parties égales; la troisième forme trois branches égales qui divisent l'axe en 
trois parties égales, et ainsi de suite. 

Alors les vibrations de la corde pourront être regardées comme compo- 
sées de vibrations entières dans toute la longueur de la corde, et de vibra- 
tions qui ne répondent qu'à la moitié de la corde, au tiers, au quart, etc. 
Mais cette composition de courbes et de vibrations n'étant qu’hypothétique, 
les conséquences qu'on pourrait en déduire, relativement à la coexistence 
des sons harmoniques, seraient tout à fait précaires. 

GO. Revenons à la formule générale trouvée dans l’art. 55. Comme les 
quantités a, WA ,, et a. xW , sont les coordonnées d'une courbe donnée, qui 
répondent aux abscisses x ■+• lh! t et x — /ht, on peut les représenter par 
des fonctions de ces abscisses de la même forme. Ainsi, en désignant par la 
caractéristique F une fonction indéterminée, on aura 

= F (*' -+- = F(x — fh't). 
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Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la caractéristique f, 
on pourra faire 

f(*+ &'<)» (/«<**)»-». = f (f — *'*)■ 

Ainsi l’expression de Ç x (art. 55) pourra se mettre sous cette forme. 

_ F(x +■ M't) -+- F(x— M'i) 

— a 

f (.r -t- /A'f) -+- f (j — Ih'i) 
a ’ 


dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F et f sont 
arbitraires, puisqu’elles dépendent de l’état initial de la corde. 

On peut même réduire cette expression à une forme plus simple, en obser- 


vant que 


F (a- -+- Hi'j) f(,r -+-//■'/) 
a a th’ 


ne représente proprement qu’une fonc- 


tion de .r -t- fh'l qu’on peut marquer par la caractéristique <t>, et que 

F (x — Ih't) ffx-t-M'») . . , . t • j 

~ a il ,' — ne représenté aussi qu une seule fonction de .t — In t, 

mais différente de la précédente, et qu’on peut marquer par une autre carac- 
téristique H'. 

f)e cette manière, l’expression générale de Ç deviendra simplement 


f = <l> (x -+- Ih't ) - 4 - 8' (x — Ui't). 


fil . On peut parvenir directement à cette expression par l'équation diffé- 
rentielle qui détermine la variable £ (art. 51). Cette équation, en faisant 

- — = o et F' constant, comme dans l’art. 52, et changeant la caractéris- 


tique D des différences finies dans la caractéristique d des différences infini- 
ment petites, devient 


d'I 

W 


rfm 



o. 


Si maintenant on fait df — dje, dm — 
devient 



F 7 
/ M’ 


d'j 

dt' 


_ /Vi' 1 — ' = 

' dx' 


o, 


cette équation 
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laquelle est aux différences partielles du second ordre, entre les trois varia- 
bles Ç, .r et t, et qui a pour intégrale complète 

Z = <t»{x -h Ik't) -+- (x — Ih't), 

les signes <t> et V dénotant deux fonctions arbitraires comme ci-dessus. 

(les fonctions doivent être déterminées par l’état initial de la corde, et par 
les conditions que ses deux bouts soient fixes. Si on les décompose en deux 

autres fonctions marquées par les signes F et f, et telles que <t> = - -i — , 

p f 

et ¥ == ^ , de manière que l’on ait 

- F (x ■+■ /ht) -I- F (or — Ih't) 

’ a 

f(x + Ih't) — f ( x — lh't ) 

, il h' • ’ 

comme nous l'avons déduit de notre construction; la première condition 
donnera, en faisant t — o, 

Z = Fx = a et ^ = f'.r = « ; 

d’où l’on tire 

fx = fstdx; 

ainsi on a tout de suite les valeurs des fonctions F.r et fx dans toute l’éten- 
due / de la corde, par le moyen des valeurs initiales a et a. 

f»es conditions de l’immobilité des extrémités de la corde donnent Z — o, 
lorsque x = o et lorsque x = /, quelle que soit la valeur de t. En assujet- 
tissant séparément, ce qui est permis, à ces deux conditions, les deux fonc- 
tions F et f, on a pour la première, 

F(— Ik't) = — F (Ih't), F (l+lh't) = — F (l — l/i't), 

et pour la seconde, 

f (— Ih't) = f (Ih't), f (t -t- Ui't) = f(/ - Ih't), 
ce qui donne par la différentiation 

- f'(_ Ih't) = f '(Ih't), f '(/ -h Ih't) = - F(/ - Ih’t), 
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où l'on voit que les conditions de la fonction f' sont les mêmes que celles de 
la fonction F. 

Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions E.r, f'x pour les 
abscisses .r négatives ou plus grandes que /, d'après les valeurs de ces fonc- 
tions pour les abscisses comprises entre o et /; et il est facile de voir qu’il 
en résulte les constructions données dans les art. ô2 et i»3. 

Si, au lieu des excursions longitudinales f, on considère les excursions 
transversales a ou £, on a la même équation différentielle, et, par conséquent , 
aussi la même intégrale et les mêmes constructions, en changeant seulement 
h' en h, et a, a en ou en y, y. 

tics constructions sont semblables à celle qu’ Euler avait donnée pour 
déterminer la figure de la corde dans un instant quelconque, d’après sa 
figure initiale, en faisant abstraction des vitesses imprimées au commence- 
ment du mouvement. Mais il faut remarquer que, comme elles ne sont fon- 
dées ici que sur les fonctions qui représentent les intégrales des équations 
aux différences partielles, elles ne peuvent avoir plus d’étendue que ne com- 
porte la uature des fonctions, soit algébriques ou transcendantes. Or l’équa- 
tion différentielle étant la même pour tous les points de la corde et pour 
tous les instants de son mouvement, la relation qu’elle représente doit régner 
constamment et uniformément entre les variables, quelque étendue qu’on 
leur donne ; par conséquent, quoique les fonctions arbitraires soient en elles- 
mèmes d’une forme indéterminée, néanmoins lorsque cette forme est donnée 
dans une certaine étendue par l’état initial de la corde, il est naturel d en 
conclure qu elle doit demeurer la même dans toute l’étendue de la fonction, 
et qu’il n’est pas permis de la changer pour la plier aux conditions qui 
dépendent de l’immobilité supposée des extrémités de la corde. 

Aussi d’Alembert, à qui on doit la découverte de cette intégrale en fonc- 
tions arbitraires, a toujours soutenu que la construction qui en résulte n’est 
légitime que lorsque la courbe initiale est telle, qu’elle ait par sa nature des 
branches alternatives égales et semblables, toutes renfermées dans une même 
équation, pour que la même fonction puisse représenter cette courbe avec 
toutes ses branches à l’infini. Euler, au contraire, en adoptant la solution 
analytique de d’Alembert, a cru qu’il suffisait de transporter la courbe ini- 
tiale alternativement au-dessus ou au-dessous de l’axe à l’infini, pour en 
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former une courbe continue, sans s’embarrasser si ses différentes branches 
pouvaient être liées par une même équation, et assujetties à la loi de conti- 
nuité des fonctions analytiques. Voyez les Mémoires de Berlin de 1747. 
1 748, et les tonies 1 et IV des Opuscules de d’Alembert. 


62 . Comme les formules qui donnent le mouvement d'une corde tendue 
et chargée d’un nombre indéfini de corps égaux ne sont sujettes à aucune 
difficulté, parce que le mouvement de chaque corps est déterminé par une 
équation particulière, il est évident que si l’on peut appliquer ces mêmes 
formules au mouvement d'une corde uniformément épaisse, en supposant le 
nombre des corps infini, et leurs distances mutuelles infiniment petites, la 
loi qui en résultera pour les vibrations de la corde sera entièrement indé- 
pendante de son état initial ; et si cette loi se trouve la même que celle qui 
se déduit de la considération des fonctions arbitraires, il sera prouvé que ces 
fonctions peuvent être d'une forme quelconque, continue ou discontinue, 
pourvu qu’elles représentent l'étal initial tle la corde. C’est ainsi que je 
démontrai, dans le premier volume des Mémoires de Turin, la construction 
d’Euler, qui n’était encore fondée que sur des preuves insuffisantes. 
L'analyse que j’y employai est, à quelques simplifications près que j’y ai 
apportées depuis, la même que je viens de donner, et j’ai cru qu’elle 
ne serait pas déplacée dans ce Traité, parce qu’elle conduit directement 
à la solution rigoureuse d’une des questions les plus intéressantes de la 
Mécanique. 

La généralité des fonctions arbitraires et leur indépendance de la loi de 
continuité étant démontrées pour l’intégrale de l'équation relative aux 
vibrations des cordes sonores, on est fondé à admettre ces fonctions, de la 
même manière, dans les intégrales des autres équations aux différences 
partielles; j’ai même fait voir, dans le second volume des Mémoires cités, 
comment on pouvait intégrer plusieurs de ces équations, sans la consi- 
dération des fonctions arbitraires, et parvenir aux mêmes solutions que 
l’on trouverait par le moyen de ces fonctions, envisagées dans toute leur 
étendue. 

Maintenant, le principe de la discontinuité des fonctions est reçu généra- 
lement pour les intégrales de toutes les équations aux différences partielles ; 

Mec. anal. I. 49 
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et les constructions que M. Monge a données d'un grand nombre de ces 
équations, jointes à sa théorie de la génération des surfaces par les fonctions 
arbitraires, ne laissent plus aucune incertitude sur l’emploi des fonctions dis- 
continues dans les problèmes qui dépendent des équations de ce genre. 

6.3. C’est une chose digne de remarque, que la même formule 

£ = 4>(.r -f- kt) -+- <F (x — kt), 


qui satisfait à l’équation en différences partielles, 


d'I 


/.> d*Ç n 

~ A 2? — °’ 


satisfait aussi à la même équation en différences finies, qu’on peut repré- 


senter par 


or* * 


Dr’ — 


O, 


pourvu qu’on y suppose D.r = k D t , et Dr constant. En effet, on a, en ne 
faisant varier que l’x, 


D* <t> (x h- kt) — <t> (x -t- D.r -t- kt) — a 4> (x -H kt) -t- 4>(x — D.r -+- kt ) , 


et en ne faisant varier que le t, 


D’*(x -t- kt)— 4>(x -f- kt -h kl)t) — a«t>(x H- 4>(x -f- kt — kDt), 

expressions qui deviennent égales en faisant D.r — * Dr ; et l’on trouvera la 
même chose pour la fonction V (x — kt). 

Dans l'infiniment petit, la condition dx = kdt disparaît, et l’intégrale a 

toujours lieu; la raison en est qu’alors l’expression -j-5 , qui parait repré- 
senter la différence seconde de £ divisée par le carré de la différence de r, 
n’est plus qu’un symbole qui exprime une fonction simple de r dérivée de la 
fonçtion primitive £ et différente de cette fonction, laquelle est tout à fait 

indépendante de la valeur de dt. Il en est de même de l’expression -jp , par 

rapport à .r; c’est dans ce changement de fonctions que consiste réellement 
le passage du fini à l’infiniment petit et l’essence du calcul différentiel. 
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64 . J'ajouterai encore ici une remarque qui peut être utile dans plusieurs 
occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d’interpolation qui résulte 
des formules de l’art. 48 . 

Nous avons vu que la formule 

devient égale à a r lorsque r = i , 2, 3 , . . . , n. Donc, si l'on a une suite de 
quantités a,, a,, a,, . dont le nombre soit n, on pourra représenter 
par la formule précédente un terme quelconque intermédiaire dont le rang 
serait marqué par un nombre quelconque r entier ou fractionnaire, puis- 
qu’en faisant successivement r = 1 , 1, 3 , . . . , n, la formule donne a , , a,, 
a„ .... or„. 

Le signe S indique la somme de tous les termes qui répondent à s = 1 , 
a, 3 , . n, et le signe 2 la somme de tous les termes qui répondent à 
p = 1 , a, 3 , . . . , n, la quantité ar étant l’angle de deux droits. 

Supposons qu’il n’y ait qu’un terme a, donné, on fera n = 1 , s = 1 . 
p = 1 , et l’on aura pour l'expression générale de a r , 

. r jt 

a, = a. sin — 

1 a 

Soit n — 2, et les deux termes donnés a,, a,; on fera x = 1 , a, p — 1 , a, 
et l’on aura 

a / A i ■ rit ur • am\ 

a r = j I A sin y -+- k sin -y- j , 

en supposant 

. jt . a* 

A = a, sin j +i,sinyi 

* pf .air . 4 

A = a, sin — — h a, sin -y • 

Soit n = 3 , et les termes donnés a,, a,, a,; on fera s = 1 , 2, 3 , et p = 1 , 
a, 3 , et l’on aura 

a/ .rit .0 . arn . m • 3 rit\ 

a f = ^Asm T + A sm — H- A s.n—j, 

4 ?- 
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oii les coefficients A', A", A* sont déterminés par ces formules, 

. / . » . a it . 3 s 

A = a sin - +<t,sm-7 + a. sin — i 
4 4 4 

A » . a»i • 4* , .6* 

A = a, sin - — h a, sin — a, sin — i 

4 4 4 

. m . 3 TT . Cir . QTT 

A = a, sm —f -H «, sin - + «, sin ~ , 

4 4 4 

et ainsi de suite. 

Dans la méthode ordinaire d'interpolation, on supjHise qu'on fasse p .ser 
par les extrémités des ordonnées qui représentent les ternies donnés, une 
courbe parabolique de la forme 

y = a -h b.r ■+■ c. r* -l- dx* -h ... . 

Dans la métliode précédente, au lieu d'une courbe parabolique, on suppose 1 
une courbe de la forme 

y = A' sin ( R ^) -t- A" sin +■ A w sin (^) -h • •!, 

et il y a bien des cas où cette supposition peut être préférable, comme plus 
conforme à la nature de la question. 
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NOTE I. 

.Sur un point fondamental de la Mécanique analytique de l .a grange: 
par M. Poinsot. 


1. On sait que Lagrange, dans ce livre célèbre qu’il a intitulé Mccanv/ue analytique , 
a eu pour objet de réduire la mécanique à des formules générales, toutes tirées du st \|l 
principe des vitesses virtuelles, ou plutôt de la formule différentielle qui est l'expression 
de ce principe. Pour la perfection môme de son ouvrage, l'auteur a soin de n’employer, 
dans aucune des questions qu’il traite, ni ligures, ni aucun raisonnement tire* de considé- 
rations géométriques ou mécaniques; tout se fait par le calcul et de simples changements 
de coordonnées : et ce n’est même que sous une forme purement analytique qu’on y voit 
présentée la question si naturelle et si simple de la composition des forces appliquées sur 
un point. 

n Si des lorccs quelconques P, R, . . . , dirigées suivant les lignes //, q, r, . . . . agis- 
» sent sur un môme point, et qu'on veuille réduire toutes ces forces à trois autres H, II. 2, 
» dirigées suivant les lignes ir, a, il n’y aura, dit fauteur, qu’à considérer l’équilibre 
» des forces P, Q, R,. . et H, 4', 0, appliquées à ee même point, et dirigées respec- 
» titraient suivant les lignes p , q, r, . . , , — £, — iji, — q», et former, en conséquence, 
» l'équation 

V dp {Jdsj K -f- . . . — 5 dl — Ÿr/i)/ — <Pd<p = o, 

m laquelle doit être vraie, de quelque manière qu’on fasse varier la position du point de 
»> concours de toutes les forces. Or, quelles que soient les lignes £, lï, <?, il est clair que, 
» pourvu qu elles 11 e soient pas toutes dans un môme plan, elles suffisent pour déterminer 
*» la position de ce point; par conséquent, on pourra toujours exprimer les lignes/», q, r,..., 
>» par des fonctions de £ , ît, 7 , et l'équation précédente devra avoir lieu par rapport aux 
Mec. anal . I. 5o 
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» variations dp cps trois quantités en particulier; d'où il s’ensuit qu i 


on aura 




n =P* + Q d } 

dit dn 


'T*' 


dn an an 




Telles sont les formules données par Lagrange pour réduire des forces P, (^, R,. . . , 
appliquées sur un même point et dirigées suivant des lignes p, q y r, . . . , à trois autres 
forces H, TI. 2. dirigées suivant trois lignes quelconques donnée* £. îr, a: expressions 
d ailleurs toutes «emblables à celles qu’on aurait pour transformer un système quelconque 
de forces qui agissent sur différents points liés entre’ eux, comine on voudra, en un autre 
système équivalent de forées 2, II, qui seraient appliquées aux mêmes point* sui- 

vant d'autres direction* £, tt, — (a). 

2. Mais il y a , sur ce point de doctrine, une remarque essentielle à faire, et qui parait 
avoir érhappé à l’auteur de la Mécanique analytique. C’est que les formules demi il s’agit 
ne conviennent point, comme on pourrait le croire, à toute espèce de lignes ou coor- 
données 7t, a, . . bien que ces lignes soient propres à déterminer les lieux des corps. 
Les formule» ne sont bonnes qu’autant que ces lignes nouvelles seront (comme les pre- 
mières p, </, r, . . .) les distances de ces corps , soit à des centres fixes , soit à des plans fixes , 
comme il arrive dons le ras des coordonnées ordinaires x, y, r, lesquelles marquent les 
distances du point que l’on considère à trois plans fixes rectangulaires entre eux . et, en 
général , on peut dire que, pour l’exactitude de ces formules, il faut que Ici lignes It, u,..., 
soient de telle nature, que leurs différentielles r/£ , rfr, da,. . expriment les vitesses vir- 
tuelles mêmes du point d’application des forces Z, II, 2,...; c’est-à-dire que chacune 
d’elles, f/ç, soit la projection orthogonale , sur la direction de la force S, du déplacement 
quelconque infiniment petit qu’on suppose donné à ce point dans l’espace : sans quoi toutes 
res transformations analytiques, quoique exactes en pure analyse, seront en défaut dans la 
mécanique, et conduiront à de fausses conséquences. 

3. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse d’un seul point tiré par des forces quelconque’* 
P, Q, R, . . ., dirigée» suivant les lignes ou rayons vecteurs p , q , r, . . et qu’on veuille 
réduire ces Ibrccs à trois autres, Z, II, 2, suivant les trois coordonnées £, r, o, parallèles 
à trois axes fixes obliques entre eux : il semble, d’après l’auteur, qu'on aurait pour les 


(i l Les lignes qui précèdent sont extraites de la i** édition, page 62; elles ont été légèrement 
modifiées par Lagrange, dans la 2 r édition publiée par lui ( voyez page io 5 de ce volume); mais le* 
remarques de M. Poinsot s'appliquent j la rédaction nouvelle aussi bien qu'à l'ancienne. 

(J. Bertrand.) 

(2] loyez page 39 de ce volume. [J. Bertrand.) 
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:î 9' 


= _ piP 
n = pÿ- 

dr: 


Q ‘‘l -h K ,h 


Q 


d JL 

drz 


n 

dr 

Tn* 

dr 


d < j * do de 


ce qui n’est pas vrai, car on peut prouver que la résultante des forces P, Q, R,. n’eal 
pas la même que celle des trois forces H, II, 2, déterminées par ces équations* 

Soit , en effet, f(p } q y r, . . . ) une fonction quelconque des rayons vecteurs p, a, r 9 . . 
et désignons par f'(p)*J , {q)if'{ r ) j • . . , les fonctions primes de cette fonction prises rela- 
tivement aux lignes p. q y r, .... J’ai démontré (i) que des forces P, Q, H,..., proportion- 
nelle» à ces fonctions primes et dirigées suivant les lignes respectives p, q y r y . . . , ont une 
résultante perpendiculaire à la surface courbe qui serait donnée par l'équation 

f(p , q , /•,...) = constante, 

en y regardant p, q y r, . . . , comme variables. 

Or supposons maintenant trois axes obliques , non situés dans le même plan , et soient J, 
TT. o les trois coordonnées du point d'application des forces par rapport à ces axes : on 
pourra toujours exprimer les lignes p , q y r,. . * , par les trois coordonnées £, r, o ; et si l'on 
met ces expressions au lieu de p, q y r,. . . , dans la fonction f (p, q, r, . . .), on aura 

/(p, q y r, . . .) = ÿ($ , ir, o) = constante, 
d où I on tire, en diDérenliant successivement par rapport à £, r, a, 

J' (H) % g +/'('•) % -*-••• =T'(t), 

♦'(«). 

^'r. + m7. + / , ( f >s + '"=î>)’ 

Donc , suivant les formules de fauteur, les trois forces S, II, Z, auxquelles les forces f'(p)* 
J 7 ( 7 ), ./ , ( r )î* • trouveraient réduites, seraient exprimées par 

= = ?'(ï), n = ç'(ît), £ = ?'(*). 

Ainsi il faudrait que <p'(£), ^'(s) représentassent trois forces dont la résultante fût 

la meme que celle des proposées f , [p) J f f (ÿ),/*'(r) f . . et, par conséquent, fût perpeu- 


(1) Voyez la Statique de M. Poinsot, 8' édition, page .-421, et un Mémoire intitulé: Mémoire sur 
IVqui libre et le mouvement des systèmes 'Journal de C École Polytechnique , XIH r cahier). 

{/. Bertrand.) 

5 o. 
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diculaire à la surface donnée par l'équation 


f(p, = constante. 

Or cette surface est la même que celle qui serait donnée par l'équation 

o(£, r, a) = constante, 

entre les coordonnées obliques J, rt. a. Donc, en considérant la surface représentée par 
l’équation 

ÿ ( £ , r. a) = constante , 

entre les trois coordonnées £, 7t, o, relatives à trois axes obliques, on pourrait dire que 
trois foi res dirigées suivant ces coordonnées et proportionnelles aux trois fonctions primes 
?’(ï)i ?'(*)• ? (®)" donnent une résultante perpendiculaire à la surface dont il s'agit, ou 
se font équilibre sur cette surface : ce qui est faux, comme on peut s’en assurer immédiate- 
ment par le principe même des vitesses virtuelles. 

Et, en effet, pour l’équilibre du point auquel les trois forces ;/(£), s ' ( “ ) . a'(o) sont 
appliquées, il faudrait que la somme des moments virtuels de ces forces fût nulle pour tout 
déplacement infiniment petit ds qu’on voudrait donner à ce point sur la surface. Si donc 
on désigne par 3 1 , Jjt, do les trois projections orthogonales de ds sur les trois axes obli- 
ques de tt, o, il faudrait , pour l’équilibre, qu’on eût toujours l’équation 

y'(£)d{ H- »'(*)<?* H- ?'(®)do = o; 

ou bien, comme ds est la diagonale d’un rhomboïde dont les différentielles d ? . du, de 
sont les arêtes, et que les trois projections de ds sur les directions de ces arêtes sont expri- 
mées par 

d| = d\ -+- Xdr. -+- pda, 
dit = dit -t- vdts -+- itfj. 

Je ss de -t -ud\ -+- vdtt 

(X. u. y étant les cosinus des angles Jtr, (o, tta que les axes forment entre eux), il faudrait 
que, en mettant, au lieu de d£ , Jjr, Je, ces valeurs, on eût toujours, entre les différen- 
tielles d£, dit , de, l'équation 

(il I + + «WW + [?'(*) + »?'(») •+■ 

I -t-ff'(e)-)-py'({)4-yç'(i:)]rfe = o. 

D an autre côté, le point mobile restant toujours sur la surface, il faudrait qu'on eut en 
meme temps T équation 

( 5 ) ?'(£)<*£ + y'(tt)<i*H-9'(<x)«/s = o. 

Or il est clair que ccs équations (i) et (a) ne peuvent subsister ensemble à moins que les 
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coefficients de rit, rin, drt dans l'une d’elles ne soient proportionnels aux coefficients 
des mêmes indéterminées dans l’autre, et, par conséquent, à moins qu'on n’ait les deux 
équations 

?'(î)l>?'(‘ 7 ) + VU)] — ?'(*)!>?'(*) -*-f*?'(*)3 s=0 < 

?'(»)[¥(*) = °. 

équations qui ne peuvent avoir lieu en général, c’esl-ji-diic indépendamment des variables 
£, 7r, a, et, par conséquent, de la position du point sur la surface que l'on considère. 

Ainsi le point mobile, aux coordonnées quelconques £, r. y a, ne peut être tenu en équi- 
libre sur la surface par les trois forces ©'{£), 9 r (or) • la résultante de ces forces n'est 

donc pas normale à cette surface, et, par conséquent, elle n'est pas la meme que celle des 
forces proposées f {p)y f' {q)y f * { r )i etc. : cc quil fallait démontrer. 

4. Les formules de Lagrange pour la réduction des forces sont donc en défaut dans cette 
hypothèse de coordonnées obliques | , tr, ; il n’y a qu’un cas singulier où l’erreur pourrait 
s'évanouir : c’est le ras où les coordonnées £, ?r, a satisferaient aux deux équations précé- 
dentes, en même temps qu'à l'équation de la surface 

w» a) = constante, 

ce qui ne répond, comme on voit, qu'à un certain point de cette surface, ou à une certaine 
proportion déterminée entre les trois forces </({), «p r (ir)> Mai*» dans ce cas singulier 

même, si la résultante des trois forces H, TI, £ a la même direction que la résultante des 
forces proposées (y)» etc., on trouverait qu’elle n'a pas la même grandeur : de sorte 

qu'il y aurait encore erreur de ce côté. 

Lorsque les cosinus X, p, y sont tous trois nuis , les deux conditions précédentes ont tou- 
jours lieu d’elles-mêmes , et les formules de Lagrange sont toujours exactes. C’est le cas des 
coordonnées tt, a, relatives à trois axes rectangulaires entre eux. Et, en effet , pour de 
telles coordonnées, les dillérenliclles dr. y da sont les expressions mêmes des vitesses 
virtuelles du point décrivant estimées suivant ces lignes , et l’équaliou différentielle 

f'(Z)d£ -f- (p # (s)^7r -+• o, 

tirée de l'équation de la surface, exprime l'égalité à zéro de la somme des moments virtuels 
des trois forces 9 >'(£), ÿ'Jîr), et , par conséquent , l’équilibre de ces forces sur le point 

qu'on suppose assujetti à décrire celte surface. 

Mais, dans toute autre hypothèse que celle de X, p, v, tous les trois nuis, les deux condi- 
tions ne peuvent être remplies indépendamment de £, 7r, o; et les formules sont toujours 
fautive». 

o. Soit, par exemple, le cas très-simple d’un point posé sur la circonférence d*un cercle 
fixe. Si l’on prend l’équation de ce cercle en coordonnées rectangles x et on aura 


/(j, y,) = X* -4- /*= constante. 
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d'où 

f'(x)dx 4- J'(jr)tfy=. ix.d.r 4 - iy .d\ = o, 

et l’on pourra très-bien dire ici que deux forces X et Y éunl prises le long des coor- 
données, dans le rapport des fondions primes J '{x),f'(jr), donnent leur résultante |ier- 
peudiculaire à la circonférence du cercle, et tiennent ainsi le point d'application en équi- 
libre sur eelte circonférence. 

Mais si, au lieu de ces coordonnées rectangles jr et y, on en prend deux autres £ et r. de 
meme origine , et par exemple l'une, £, suivant les .r, l'autre n, inclinée d'un angle * sur 
la première , ce qui donnera 

x = £ -t- tr cos * , y = T. sin a . 

on aura, en substituant, 


d'où 


J (a - ,.)') = 9 ({, tt) = it'-f- £* 4 - an£ cosa = constante: 
f(?) ^5 + f'(x)dt = > ({ + rcosa)/f£ 4- a£tt 4 - £ cos») dr. = o. 


Or il est évident que deux forces proportionnelles à y'(£) et y' ( ") , c’est-à-dire, ici, à 
(£ 4- r cos*) et (r 4- £ cos»), ne donnent point leur résultante perpendiculaire à la cir- 
conférence du cercle dont il s agit; car il faudrait pour cela que cette résultante allât passer 
par le centre, et que, par conséquent, ses deux composantes, le long de £ et r, fussent 
simplement proportionnelles à £ et ir, et non pas à (£ 4- rcos») et (t + £ cos*). 

Donc, quoiqu'on ait ici [ en faisant ?'(£) — E, y' ( -) = fl] les équations . 


■s _ v rfjr . V dy 

- — A Ji 1 1 /r’ 

«î *£ 


n = x £ 4- y % , 

a k dr 


ou ne peut pas dire que les deux forces X et Y, dirigées suivant iis axes rectangles x et y, 
soient réductibles aux deux forces E et 17, dirigées suivant les axes obliques £ et r. 

Pour que l’on eût 

£ 4- treos* : tt 4- £ cos* ::£:>:, 

il faudrait que I on eût 

eos a = o ; 

ce qui est le cas des coordonnées £ et tt rectangulaires entre elles. 

Ou bien , il faudrait £ = tr; ce qui ne serait qu’un cas particulier de la position du point 
proposé M sur la circonférence du cercle dont l'équation est 

ç(£, ir) = constante. 

Mais, dans ce cas singulier même, où la résultante des deux forces S et 11 aurait 1a même 
direction que celle des deux forces X et Y’, on trouverait que ces deux résultantes, 


VS* 4- a Eli cos* 4 - II*, et vX’ 4- Y’, 

n 'ont pas la même valeur, et que la première est à 1a seconde comme i 4- cos * est à l'unité. 
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Ainsi , tant que cas a n’est pas nul , ou, ce q*i est la mémo chose, tant que les coordon- 
nées ; et r. seront obliques, les forces proposées X et Y ne seront jamais réductibles aux 
deux forces H et II données par les formules de Lagrange. 

0. Dans 1 analyse qui précède, j’ai pris simplement, pour représenter les forces I*. Q. 
H,..., qu'il s'agissait de réduire à d'autres, les fonctions primes d'une meme fonction 
quelconque < 7 , r, . . . ) des rayons vecteurs », q, r, . . suivant lesquels ces forces sont 
dirigées : ce n’est qu'une manière de reconnaître tout d’un coup la direction de la résul- 
tante par la direction de la normale «à la surface courbe qu'on aurait en posant l'équation 

f(py <h • •) “ constante. 

Mais, comme on pourrait croire que cette hypothèse a quelque chose qui restreint notre 
démonstration au cas de certaines forces, il est bon de remarquer qu’elle convient à des 
forces P, Q, R,. . .. données comme on voudra. Et, en effet, quelle que soit la fonction f 
que l'on ait choisie, comme on est le maître de placer les centres des forces partout où Ton 
veut sur leurs directions p, # 7 , r, . . on peut toujours donner à ces lignes des longueurs 
qui rendent 

/'(/») = P, ./'(?) = Q, /'(*•) = R 

Au reste, il est évident que si l’on projiose des forces de grandeurs quelconques A, B, C...., 
on peut toujours les regarder comme étant les fonctions primes de la fonction linéaire 

Ag + B^f + Cr-f ...» 

prises relativement aux lignes p, « 7 , r, suivant lesquelles ces forces sont supposées 
dirigées. Ainsi notre hypothèse est toujours permise et notre démonstration a toute la géné- 
ralité désirable. 

7. On voit donc que, dans la mécanique analytique, qui «rsl uniquement fondée sur le 
principe des vitesses virtuelles, les seules coordonnées qu’il soit permis d’employer doivent 
être de telle nature, que leurs différentiel les représentent, sur ces coordonnées, les projee- 
tions droites de la petite ligne que le point d’application des forces est supposé avoir décrite 
dans l’espace. C’est ce qui a lieu pour les coordonnées p , < 7 , y, a, dont nous 

avons parlé, et encore pour celles qui eonsistent dans un rayon vecteur p, avec deux angles 
ou area de cercle tp, «{/, perpendiculaires à ce rayon; etc. Mais il faut exclure toutes les 
coordonnées £, ir, 7, qui ne jouiraient pas de la même propriété. Ainsi, il n’est pas exact 
de dire que, dans cette méthode analytique, rien n' oblige à se servir de coordonnées rec- 
tangles, plutôt que d’autres lignes ou quantités relatives aux lieiuc des corps , etc. (Méca- 
nique analytique , 3 r édition, page 35); et l’on doit môme remarquer, à ce sujet, que le 
principe des vitesses virtuelles ne donne pas une méthode aussi générale qu'on paraît le 
croire. 

Et, par exemple, dans le cas de plusieurs forces P, Q, R, $, etc., en équilibre sur un 
point, le principe des vitesses virtuelles dit simplement que les forces étant projetées per- 


Digitized by Google 



NOTES. 


J 9 (i 

pcndiculaircment sur une droite quelconque menée par ce point, doivent faire une somme 
nulle. Car, en nommant du la ligne quelconque qui marque le déplacement du point d'ap- 
plication dans l’espace, les lignes dp, dq , r/r, etc., ne sont autre chose que les projections 
droites de du sur les lignes p, <7, r, ete., qui marquent le* directions des forces P, Q, R, etc. 
F.n nommant donc 1, 1*, 1*, etc., les inclinaisons de ces forces sur la ligne du , on a 

dp — du cos i, dq = du cos 1*, dr = du cos t*, . . . , 
cl l'équation des vitesses virtuelles 

Pdp -4- Q dq ... =0 

devient, en divisant tout par le facteur commun du. 

P cos 1 -4- Q ros i* «+■ R cos i* - f- ... = o ; 

ce qui signifie que les forces projetées à angle droit sur un axe quelconque doivent faire 
une somme nulle dans le cas de l'équilibre. Mais le principe de la composition des forces 
dit plus généralement, que les forces étant projetées sur un axe quelconque par des lignes 
parallèles à un même plan incliné comme on voudra sur cet axe, la somme de toutes ces 
projections obliques doit être nulle. Ce nYst pas qu on ne puisse aisément démontrer cette 
seconde proposition par la première, mais l'expression du second principe est évidemment 
plus générale que celle du principe des vitesses virtuelles. . 

De même, on peut remarquer que les équations de l’équilibre d’un système solide ne 
sont démontrées, dans la Mécanique analytique, que par rapport à trois axes rectangu- 
laires entre eux ; et pourtant, comme je l’ai fait voir dans ma Statique , des équations toutes 
semblables ont lieu par rapport à trois axes obliques quelconques. Le principe des vitesses 
virtuelles 11' est donc pas, dans ce nouvel exemple, aussi général que le principe de la com- 
position des forces. Il n’est pas même aussi direct; car, s’il mène aux trois premières 
équations en employant les coordonnées rectangles x, j', s, il ne peut plus donner les trois 
dernières équations que par un changement de ces coordonnées en d'autres d’une espèce 
différente, et dont le choix paraît arbitraire, ou ne semble fait que pour obtenir des équa- 
tions d équilibre que l’on connaissait d'avance. 

Au reste, quoique Lagrange nous laisse entendre que dans sa méthode on peut employer 
toute espèce de coordonnées, pourvu qu’elles soient propres à déterminer les lieux des 
corps, il est fort remarquable que ce géomètre n'en ait jamais employé d'autres que celles 
qui conviennent réellement au principe des vitesses virtuelles ; du moins je n’en connais 
pas d’exemple, et je crois même qu’on n’en trouverait point dans scs écrits. Car si , pour la 
solution de quelque problème, il avait essaye l'emploi de certaines coordonnées non per- 
mises dans sa méthode, il est très-probable que, par l’erreur sensible de quelque résultat , 
il eut été averti du défaut de ses formules; et alors il n'aurait pas manqué de faire lui- 
même, à ce sujet, une remarque expresse, au moins dans la seconde édition de son bel 
ouvrage. 
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8. Quoi qu’il en soit, tout aurait pu se corriger d’une manière très-simple, et qu il me 
paraît bon d’indiquer avant de terminer cette Note, parce qu’on y voit sur-le-champ ce qui 
cause l’erreur, et, de plus, ce qu’il faudrait faire pour l’éviter, sans exclure l’emploi de 
ces coordonnées qui y donnent lieu. 

F.t , en effet , quelle que soit la nature de ces coordonnées * T., 9 ,,.., dans lesquelles on 
veuille transformer les lignes ou rayons vecteurs p, q, r, ..., il est certain qu on peut 
toujours, avec Lagrange, poser l’équation parfaitement exacte 

Pdp -î-Qdq + Rdr . . . = £ </{ -4- fl rfir - 1 - 2r/ff -+- . . ., 

où H, n, 2,.. ont les valeurs exprimées par les équations du n" 1 

Or, maintenant j’observe que, dans le premier membre, les différentielles dp. dq, tir,..., 
marquent bien les vitesses virtuelles du point d'application des foret» suivant les lignes /», 
q , r,. . . , et qu’ainsi chaque terme P dp est le moment virtuel de la force P. Si . dans le 
second membre ,' les différentielles d £ , d tr, do , . . . , ont la même propriété, c'est-à-dire si 
chacune de, marque la vitesse virtuelle du point suivant £ , chaque terme E dî, sera aussi le 
moment virtuel d’une force représentée par E; et alors, de celle équation, qui présente 
deux sommes de moments virtuels, toujours égales dit part et d’autre, on peut très-bien 
conclure que le système des forces S, n, 2.. . ., est capable de remplacer le système des 
forces proposées P, Q, B, 

Mais si les différentielles d\, dit , do,. . ., n'ont pas la propriété dont il s’agit, chaque 
terme Srf£ ne sera pas le moment virtuel d une force telle que S, et, d'après le principe 
même des vitesses virtuelles, on ne pourra pas conclure, comme ci-dessus, que l’ensemble 
des forces S, fl, 2... soit équivalent à l'ensemble des forces proposées. C’est là préci- 
sément qu’on tomberait dans cette erreur singulière, de tirer d’un principe vrai et d'une 
(■quation exacte, une conséquence fausse, parce qu’on aurait oublié d’observer que cette 
■quation n’est pas actuellement sous une forme qui convienne à l’expression du principe. 
Et, en même temps, c’est là qu'on voit le moyen d’éviter cette erreur sans changer les 
coordonnées a , . . .. qui pourraient y donner lieu. 

Car, si l'on voulait avoir les vraies forces E’, II', 2',. . . , qui , dirigées suivant les coor- 
données £, jî, sont capables de remplacer le» forces P, Q, R, S, . . ., il faudrait 

commencer par mettre dans l’équation, au lieu des différentielles t/1. dit , do , . . ., leurs 
valeurs en fonction des vitesses virtuelles mêmes, que je désignerai, comme au n" 3, par 
d| , dn, do,. . . ; ensuite, rassembler en un seul terme tous ceux qui seraient affectés de d£, 
de même en un seul tous les termes affectés de dit,. . et alors, notre même équation 
étant mise sous la forme nouvelle 

P dp -+- Q dq -(- R dr -+- ... = E'd; ■+■ il'Jx + E'Js 

on pourrait rigoureusement conclure que l’ensemble des forces 3', II', 2' équivaut parfai- 
tement à 1 ensemble des forces P. Q. R,. . ., puisque la somme de* moments virtuels est 
toujours égale de part et d’antre. 

0. Si 1 on veut faire ce calcul pour le cas des coordonnées £, ît, o parallèles à trois axes 
Méc. anal. I. Si 
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oblique», on trouver» , en concevant le» dénominations du n" 3, les valeurs suivantes : 

5 (i — v 1 ) -t- n((i» — >) I(X» — y) 

I — V — p* — V* 2 ipv 

n(i — 1**) 4- x(y — » ) 4- s( | *» — 

I V fJL 1 If 1 4“ a Afi» 

Z(i — »*) 4- î(V — ») 4- n(X» — p) 

I — V— |t' — ** 4- 3 )ip 

valeurs qui uc sont pas, comme on voit, les mêmes que celles de H, II, £, cl qui n’y pour- 
raient revenir que dans le cas des cosinus X, p, v, tous trois nuis, c’est-à-dire dans le cas de 
trois axes rectangulaires entre eux : ce qui éclaire cl confirme notre précédente analyse. 

10. On voit aussi , par ces mêmes expressions, que les équations 

2 ! — o, rr=o, £' = o 


ir= 

r= 


entraînent les suivantes : 


H = o. Il = o, 2 = o, 


et réciproquement. Si donc on ne demandait que les conditions de l'équilibre entre les 
forces P, Q, R, . . on pourrait, sans avoir d’erreur à craindre, se contenter de poser les 
trois équations 

— , - p $+«aÈr- 

._ n = p *+Qg+ .... 

n= .v = p ± + n d -ï 


df 


da 


Mais si les forces P, Q, R, . . ., n’étant point en équilibre entre elles, on demande de les 
réduire à d'autres dirigées suivant Ç, tî, o, il faudra nécessairement prendre pour les forces 
équivalentes, non pas H, 11, £, mais bien les valeurs de H ; , II', 

Et ce que je viens de dire s’applique sans difficulté à un système quelconque de puis- 
sances qui agissent sur différents points liés entre eux comme on voudra. Ainsi les équa- 
tions de l'équilibre, données par Lagrange (page 35 de la 3* édition , art. ia cl suiv.), sont 
toujours bonnes ; mais les formules données , à la fin de l’art. 1 5, pour 1’équivalence de deux 
systèmes de forces, ne sont exactes que dans le cas de certaines coordonnées; etc., etc. 

Nous aurions encore plusieurs choses à dire sur ce point de doctrine ; mais cette discus- 
sion est déjà longue, et nous pourrions d’ailleurs , s’il était nécessaire, y revenir dans uni* 
autre occasion. 
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NOTE II. 

Sur la stabilité de i équilibre; par M. I-ejeise-Dihiohi.kt. 


Si un système de points matériels est sollicité par des forces attractives ou repuis, ves, 
qui ne dépendent que de 1. distance, et qui sont dirigées sers des cenl.es fixes ou qi» pro- 
viennent des actions mutuelles entre deux masses, l’action et la réacl.on étant égales; si, 
en outre, les équations de condition qui lient les coordonnées des différents pomts ne con- 
tiennent pas le temps, l'équation des forces vives aura lieu. Celte équation est 

^ me’ =f(x, y , r, x',.. ) +-C. 

Le signe ]£ s’étend à toutes les masses du système, chaque masse étant représentée par m, 

ct sa vitesse par e;C est une constante arbitraire. La fonction des coordonnées ne dépend 
que de la nature des forces , et peut s'exprimer par un nombre détermine de cartables indé- 
pendantes X, p, de sorte que l’équation des forces vives s ecn ra 

p, »,• ••)-»- C. 

1 a fonction ? est liée d’une manière intime aux positions d'équilibre du système; car la 
condition qui exprime que, pour certaines valeurs déterminée, de X, p, v, . . . , le système 
est dans une position d’équilibre, coïncide avec celle qui exprime que, pour ces même* 
valeurs , la différentielle totale de ? est nulle. Lie sorte qu’eu général , pour chaque pos.tion 
d équilibre, la fonction sera uu maximum ou uu minimum. Si le maximum a beu réelle- 
ment, l’équilibre est stable, c’est-à-dire que, si l'on déplace infiniment peu le. points du 
système de leurs positions d’équilibre , et qu on donne à chacun une petite vitesse .... ,a e, 
dans tout le cours du mouvement les déplacements des différents pointe “système, pa 
rapport à la position d’équilibre, resteront toujours compris entre eertatne* limites deter- 

m “rz:;: des plus importante de la Mécanique. 11 est la base de la Aéoncdes 
peütes oscillations, qui conduit à tant d’applications intéressantes relative, la Phys.que. 
On doit donc s’étonner qu’on n’en ait donné jusqu’ici qu’une démonstrat.on peu rtgoureure 

Siqiposon s , comme il est permis de le faire sans nuire à la généralité, que la position 
d’équilibre du système, ou le maximum de la fonction corresponde aux valeurs A o, 
u = o, etc. La démonstration donnée par Lagrange (Mécanique auatyUquc, . part, 
section ni) se ramène à ceci : te développement de la fonction suivant es puissances t ., 
p, qui commence par les termes du second ordre, est réduit à ees termes; puis, 
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d’après la condition connue du maximum , que les termes du second ordre peuvent être 
considérés comme une somme de carrés négatifs, on déduit pour X, p, v,. . des limites 
que ces quantités ne peuvent pas franchir. Ce genre Je démonstration , employé encore 
dans d'autres questions de stabilité, et surtout dans l'Astronomie physique, manque de 
rigueur. En effet, on peut douter avec raison que des grandeurs pour lesquelles on trouve, 
avec l'hypothèse qu’elles seront toujours petites (car ce n'est que dans ce cas que Tou peut 
négliger les termes d’un ordre supérieur), de petites limites, resteront toujours renfermées 
réellement, au bout d’un temps quelconque, dans ces limites, et même, en général, dans 
des limites petites. 

La démonstration que nous venons de citera été reproduite, sans modification importante 
que je sache, par tous les auteurs qui se soûl occupés de cette matière; et tout ce que 
Poisson ( Traite tic Mèranitfue , tome 11, page 49 a ) y a ajouté pour faire entrer en consi- 
dération les termes d'un ordre supérieur, repose sur celte hypothèse inadmissible, que 
c/iat/iit! ternie du second ordre surpasse la somme île tous les termes d’ordre supérieur. 

Même en complétant les considérations de Lagrange, pour le cas auquel elles s'appli- 
quent et où le maximum se rcconnail par les termes du second ordre, le théorème en 
question ne serait point prouvé dans toute son étendue. On sait que l’existence d un maxi- 
mum est compatible avec l'évanouissement des termes du second ordre; il suffit, en général, 
que les premiers termes différents de zéro soient d’ordre pair, et que la somme de ces termes 
soit toujours négative. Los formules relatives à rolte dernière condition n'ont pas encore 
été données, même dans le cas où il s'agit des termes du quatrième ordre. 11 faudrait donc 
les rechercher d'abord. Cela introduirait nécessairement dans la démonstration du théo- 
rème de Mécanique dont nous parlons une grande complication. Heureusement on peur 
démontrer le principe de la stabilité de l’équilibre indépendamment de ces formules, par 
une considération très-simple qui sc rattache d’une manière immédiate à l’idée du maximum . 

Outre la supposition déjà faite, que la position d'équilibre réponde aux valeurs X — », 
u = o, . . . , nous supposerons encore que ÿ (o, o, o, . . .) = o; ce qui est permis , à cause 
de la constante arbitraire. Déterminons la constante en ayant égard à l’état initial donné, 
pour lequel nous désignerons par e», X 4 u 0 , v«, . . . , les valeurs de e, X, u, v,. . . . On a ainsi 

£ » 

Puisque par hypothèse ïp(X, p, », . . .), pour X = o, p = o, . . . , est nul et maximum, on 
pourra déterminer des grandeurs positives /, m, n ,. . . , assez petites pour que ?(X, p, 
soit toujours négatif pour tout système X, p, v,. . où les valeurs absolues des variables 
sont respectivement assujetties à ne pas dépasser les limites l, m, n, . excepté, toutefois, 
le seul cas où X, p, v,. . sont nuis à la fois. Ce cas est exclu si nous ue considérons que 
■1rs systèmes tels, qu’au moius une des variables X, p, v,. . soit égale en valeur absolue 
à sa limite /, m, n,. . .. Supposons que de toutes les valeurs négatives de la fonction pour 
de tels systèmes, — p, abstraction faite du signe, soit la plus petite : alors on peut facile- 
ment montrer que, si l’on prend X„ u., numériquement plus petits que /, m. 
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et qu«‘ l'on satisfasse en même temps à l'inégalité 

— ? ( v*, . . . ) 4- 2 mu l < V* 

i liai une des variables X, p, v, . . ., restera pendant toute la durée du mouvement au-des- 
sous des limites /, m, a En effet, si le contraire avait lieu , comme les valeurs initiales 

X„, u„, v,„ , remplissent la condition que nous venons d’énoncer, et à cause de la conti- 

nuité des variables X, p, v,. . . , il faudrait d'abord qu'à un certain instant , il y eût égalité 
entre une ou plusieurs valeurs numériques de à, [i, v,..., et leurs limites respectives 
/, m, sans qu'aucune des autres valeurs eût dépassé sa limite. A cet instant, la 

valeur absolue de <p(à, p, v, . . .) serait supérieure ou au moins égale à p. Par conséquent, 
le second membre de l'équation des forces vives serait négatif, à cause de l’inégalité écrite 

plus haut, et qui se rapporte à l’état initial; ce qui n’est pas possible, étant tou- 

jours positif. 

II suit encore de là , évidemment, que les vitesses v seront toujours comprises entre des 
limites déterminées, puisque l’on a toujours 

5 2 mv \~ ?(*•• »»»•*•)• 

11 est évident aussi que les limites pour chaque vitesse, ainsi que celles de chaque variable 
a, v,. . . , peuvent être aussi petites que l'on voudra , puisque les quantités /, m, w, . . . , 
peuvent devenir aussi petites que l’on voudra. 


NOTE III. 


Sur i équilibre d une ligne élastique . 


Les formules données par Lagrange (page i 43) supposent que la force d'élasticité s’exerce, 
en chaque point, dans le plan osculatcur de la ligne en équilibre dont elle tend à rétablir le 
ravon de courbure primitif; mais une pareille hypothèse est loin de représenter les phé- 
nomènes, et M. Binet a remarqué qu’à la force d’élasticité considérée par Lagrange, il est 
essentiel d’en adjoindre une autre dont l’effet est de s’opposer aux variations de la seconde 
courbure. La complication des formules qui expriment cette seconde courbure nous em- 
pêche de conserver, eu développant les conséquences de cette remarque, la notation et la 
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marche suivie par Lagrange. Nous nous bornerons à former directement les équations de 
l'équilibre en imitant la méthode exposée par Poisson dans un artielc de la Correspondance 
sur l'École Polytechnique (tome III , page 355). 

Considérons une ligne élastique en équilibre A MIL dont tous les points soient sollicités 
par des forces données. St nous supposons que la partie Mil comprise entre un point quel- 
conque M et l’extrémité B devienne inflexible et fixe, et que l'autre partie MA devienne 
seulement inflexible en conservant la lilierlé de tourner autour du point M, l'équilibre ue 
sera pas détruit, et, par conséquent, la force d'élasticité développée en M doit détruire le 
couple auquel équivalent, à cause de la fixité du point M, les forces agissant sur la por- 
tion MA de la courbe. Or nous admettrons que la force d'élasticité peut produire deux 
couples, l’uti, auquel Lagrange a eu égard, agissant dans le plan osculateur et tendant 
a restituer à la courbure sa valeur primitive; l'autre, ayant pour axe la tangente à la 
courbe élastique, et tendant à détruire la torsion t en restituant à la set onde courbure 
sa valeur primitive. Nommons ces deux couples 0 et F,. Nous allons prouver d’abord 
que 0 est constant, quelles que soient les forces données et la forme primitive de la 
courbe. 

Pour déterminer, en effet, les deux couples û et E, il faut réduire les forces qui agissent 
sur la portion MA de la courlie, à une force I*' passant par le point M et à un couple O. Ce 
couple G doit être équivalent aux deux couples — 6 et — F. ayant respectivement pour axes 
la tangente à la courbe proposée, et une (>erpcmiiriilairc à son plan oscillateur. Si nous 
recommençons les mêmes décompositions, en substituant au point M un point infini- 
ment voisin M\ la force F et le couple G varieront, d'ntiü part, à cause du changement 
dans le point d’application de la force, et, en outre, par l'influence de forces nouvelles 
agissant sur l’arc MM . Remarquons d'abord que ces dernières forces ue peuvent exercer 
aucune influence sur la valeur du couple 0, car leur point d'application est à une distance 
infiniment petite du second ordre de la tangente au point M' qui est l'axe de ce couple. Il 
suffit donc d’avoir égard au changement de position du point fixe, et ce changement a évi- 
demment pour effet d’adjoindre au couple G. un second couple produit par la force F et 
pa»* une force égale et contraire appliquée en M ; . Or la force F a, comme celles qui sont 
appliquées à l’arc MM', son point d’application situé à une distance infiniment petite du 
second ordre de la tangente en M'; en sorte qu’elle ne modifie que d'une quantité de cet 
ordre, le couple cherché, dont cette tangente est l'axe. D'après ces remarques, on peut 
calculer la valeur 0 f du couple de torsion qui correspond au point M', comme si le cou- 
ple G ne changeait ni de grandeur ni de direction; il faut seulement le décomposer main- 
tenant en deux autres, dont l’un soit perpendiculaire à la tangente en M # . Pour calculer 
ce couple composant, qui représente le moment de torsion cherché, substituons au 
couple G, les deux couples — 0 et — F qui lui sont équivalents. Chacun de ces couples 
devra être multiplié par le cosinus de l’angle formé par son axe avec celui du couple 0', 
qui n’est autre que la tangente de la courbe considérée au point M'. Les axes des couples 0 
et ô' forment un angle infiniment petit dont le cosinus est égal à l’unité, si nous négligeons, 
comme plus haut, les infiniment petits du srcond ordre; quant à Taxe du couple — F, l’angle 
qu’il forme avec la tangente en M' est droit si l’on néglige encore les infiniment petits du 


Digitized by Google 



N OT BS. 


4o3 

second ordre, car le plan ose ula leur eu M est parallèle à la tangente en M'; le cosinus de 
cet angle peut donc- être considéré comine nul, et Ton a, en négligeant les infiniment petits 
du second ordre, 

*'=*, 

d où l’on conclut que le moment de torsion est rigoureusement constant tout le long de la 
courbe élastique. 

D’après cette remarque, on formera les équations d’équilibre en écrivant que les forces 
appliquées à une portion quelconque MA de la courbe, supposée rigide, sont détruites par 
la fixité du point M, et par deux couples — ô et — E, ayant respectivement pour axes la 
tangente à la courbe, et Taxe du plan oscillateur; 6 étant constant, et E proportionnel à la 
différence entre la courbure actuelle en M, et la courbure primitive au même point. 

Nous considérerons en particulier le cas où, la courbe étant primitivement droite, la 
seule force appliquée agit sur son extrémité A, l'extrémité B étant fixe. En supposant 
que l’on fixe un point M dont les coordonnées sont .r, y, x, les moments des forces donnée* 
par rapport à ce point auront leurs composantes de la forme 

cy — ht q-a M 
az — c.r-f- A,, 
b J' — ay -+- Cj , 

«, A, c, a,, A,, c, étant des constantes qui dépendent de la direction de la force et de la 
position de son point d’application. En égalant oes moments aux couples d’élasticité décom- 
posés perpendiculairement aux trois mêmes axes, nous aurons les équations 

drd'z — did'y 

— 5? 

dzei'x — dxd'z 

p j? 

_ dx d'y — dy d'x 

p _ 

qui ne diffèrent de celles de Lagraugc (page i.j$) que par la notation et par l'introduction 
des terme» c?n ô. 

Après avoir obtenu ces équations, Lagrange ajoute: Leur intégration est peut-être impos- 
sible en général. Nous allons montrer qu’elle est, au contraire, toujours possible, et nous 
suivrons, pour cela, la marche indiquée par M. Binet (*), et simplifiée, peu de temps 
après, par Wantxell. 

Si l'on prend pour axe des z la direction même de la force donnée , les formules préeé- 
( # ) foyet les Comptes rendus de V Académie des Sciences pour i& 44» * » i5 et » 197 


~Q— ->r cy — bz 

= 0 ^ -+- az — ex -f- A, , 
^ ds , 

= 0-7 -h b j — ay -+- * 
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déniés deviennent, comme on le voit facilement, de la forme 


(') 


/ dvd' z — dxd'y dr 

P ^ -“«Â+ST* 

dzd'x — dxd'z . dr 

p —& 

dxd'y — dyd'x ^ dz 


dr' 


ds 


g étant une constante. 

La dernière équation montre que si Ton néglige 6, comme Lagrange La fait, la courbe 
sera nécessairement plane. En multipliant ces équations par dx, dy . dz , et les ajoutant, 
il vient 

(a) o = Bds-hg(jrdx — xify) (*); 

on trouve aussi , en ajoutant les deux premières, multipliées respectivement par JC et j, 

(3) g d' z (x,ly - rdx) - pdz = e ( xrfr 2 2 -)- 
ou, en vertu de la précédente, si Ion prend s pour variable indépendante. 

( 4 ) . 

et, en intégrant, 

i 5 > 7 7, =I ‘ + r 8 

Si l’on substitue à r et j des coordonnées polaires, «*n posant 

x* -h y' = r*, ^ = tang w, 

les équations précédentes deviendront 

t . 6 . dz gr 1 — c 

r*d<à = - ds* -t = : 

g ds 2p 

d’où Ion déduira, en posant ^ = cos 9, etsc servant de la formule connue 


P d'z xdx - 4 - y ri y 

g ds 1 ds 


^ A i=x' 

g ds 


ds — 


ds * = dr 1 -f- r f d<ù % -|- dz', 
p sio © d © 

y/g sïn* ( 2 p co $ ÿ H-e) — 6’ 


8 j psin ? </y 


1 2 p cos f -4- c) ( apcosy -4- c) — 6* 


(*) On peut remarquer que si, dans cette formule (a), on pouvait supposer x = o, y = o , on 
en conclurait 0 = o. Il faut donc, pour qu'il y ait torsion , que la force ne soit pas directement appli- 
quée au point de la courbe sur lequel s’exerce son action. (/. Bertrand. ) 
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on aura ensuite 


<iz = 



?• 


x = r cos o>, 
y — r sin 

, Ô t/j 
r — 


40 ) 


de sorte que x , V, * * pourront, par des quadratures, s'exprimer en fourtiou de l'angle y. 

{ Notr de M. J . Bertrand. ) 


NOTE IV. 


Sur In figure d'une masse fluide animée, d’un mouvement de rotation. 


Reprenons les équations 


(') 

m M — f A ; 

mL B» 

(») 

m N — f A’ 

' TTIT" ~ c* 


qui ont été obtenues par Lagrange , à la page 19a; on s'aperçoit, tout d'abord, que Je rai- 
sonnement qu'il emploie n'établit pas avec rigueur l égalité des axes B et C. M et M ne dif- 
férant, en effet, que par le changement des lettres B et C l*tine dans l'autre, on voit bien 
que T hypothèse BseC réduit les deux équations à une seule, mais il n'est pas évident 
que cette hypothèse soit nécessaire pour que les équations puissent avoir lieu en même 
temps. Nous allons montrer, en effet, qu'il existe des formes ellipsoïdales à axes inégaux 
pour lesquelles l'équilibre est possible. 

Les expressions que Lagrange désigne par L, M, N sont développées dans la Mécanique 
céleste de Laplace , et se trouvent aujourd'hui dan» la plupart des Traités de Mécanique. 
On .1 H 

M — iiî f ‘ ***** ■_ 

*’ X (1 •+■ l’x’JH 



rrfx 

[7+ V'x'JH' 


(*) Mécanique céleste, tome II. page 10. 

Mcc. anal. I. 
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dans ces formules, ft désigne la masse de l'ellipsoïde , cl I on a posé 


B* — A 1 


= **, 


A* ’ 


H = |i+lV). 

Cela posé, si l'on élimine/ entre les équations (t) et (a) , on obtient la relation 

(S) . (M - N) (i-t- 


ou, d'après les expressions de L, M et N écrites plus haut, 


égalité à laquelle ou peut satisfaire de deux manières : 

i°. En posant X' = X, ce qui donne un ellipsoïde de révolution , et s’accorde avec l'indi- 
cation de Maclaurin rapportée par Lagrange; 

2 °. En posant 


( 5 ) 


(l + V )(l + ï")J = f 


relie équaliou fournira À en fonction de X', et conduit à l’ellipsoïde à axes inégaux signalé 
par M. Jacobi . 

On peut d'ailleurs démontrer que, pour chaque valeur de À, l'équation (5) fournira une 
valeur correspondante de X'. 

Si , en effet, on la met sous la forme 

C ' *•(! — *>(i 

( ) jf, H* ^ °* 

on voit que, eu attribuant à X une valeur déterminée, le premier membre est positif lors- 
que X' est nul, et négatif si X' est très-grand; il s'annule donc, nécessairement , pour une 
certaine valeur positive de X'. 

On peut consulter, pour plus de détails, la Note insérée par M. Liouville dans le 
tome XIV du Journal de T École Polytechnique (xxin r cahier). Nous indiquerons aussi 
un article inséré par M. Liouville au tome IV de son Journal, et qui contient quelques 
remarques intéressantes relatives à l’équation (6). Cet article est intitulé: Observations 
sur un Mémoire de M. Yvory . La question a enfin été traitée par un géomètre allemand, 
M. Meyer, de Kumigsberg. M. Meyer s’est demandé (*) si, pour une vitesse de rotation 
donnée, plusieurs formes ellipsoïdales à trois axes inégaux peuvent assurer l’équilibre, et il 


(*) Journal de M. Crelle, tome XXIV. 
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parvient à démontrer cju il d’cii peut exister qu’une seule. M. Meyer démontre en meme 
temps qu’à une vitesse de rotation donnée, correspondent, en général, deux formes ellip- 
soïdales de révolution; c'est ce que l'on peut voir, dm reste, dans 1a Mécanique céleste de 
Laplace, tome lï, page 56. 

(Note rte M. J. Bertrand.) 


NOTE V. 


Sur une équation signalée fuir Lagrange comme impossible . 


Lagrange a été conduit, page a56, à regarder comme impossible l'équation 

i /( x' 4-j r, )Dni X t')Dmx/(/ + r')Dra 

(1) ! =;(i*+/)DoX(/rrDm|’ + /(l , -M , )DniX(/ï2Dm)’ 

( -t- f(jr*-¥- a") Dm X (fyzDm)’ 4- a /xyDm x/xaDm 4- fyz Dm; 

tuais il ne s'est pas arrêté à démontrer cette impossibilité , qu un premier aperçu lui faisait 
regarder comme difficile à établir. Le but de cette Note est de remplir cette lacune qui , du 
reste , a été déjà l'objet d’un travail de M. Binet. Posons 

as: Sx* Dm, b = S> ’ D tu . csSr'Iia. 
ri = Sx^Dm, e = Sirlim. y'ssSyiDm; 

il faut prouver que l égalité 

(a) (a + i)(fl + t) (i + c) = il , |a + 4)+« , («+c)+/ , (i-l-e| + a dej 

11e peut avoir lieu dans aucun cas. Pour le faire voir, nous allons montrer qu'en faisant 
passer tous Ica termes dans le premier membre , le résultat est essentiellement positif. 

Or on obtient ainsi, pour premier membre, 

a abc 4- A’c -t- ac’ hc'- 1- ca'+ Aa’+ ah ' — (£ 4-c)_/’ — (a-t-c)e* — (fl + ijd 1 — a </<?/“, 
ce que l’on peut écrire de la manière suivante : 

(3) a ( abc — rlef) 4- ( ab — d') (a 4- b) 4- (ac — e’) (a 4- c) 4- ( bc — J ’) (b 4- c). 

5a. 
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Or on a 
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ah - -ri' = Jx' Dm x J y* Dm — (/•tyDm)', 
ac — e' = /j'Dmx J’r’Dm — (/«Uni)', 

Ac — f' — J y' Dm x /zM)m — (yjrzDm)’, 

cl il csl très-facile de voir que rcs trois différences «un positives; de plus, des inégalités 


(4) 

on déduira 


<•1 , par suite, 


/ nA> d\ 

*>' > 

1 6c >/*, 

a 1 h'c 1 r/'e’/'*, 

abc dej\ 


et l'on voit alors que tous les termes de l'expression (3) sont essentiellement positifs, et 
que. par conséquent, cette expression ne peut jamais s'annuler. 

Nous avons .admis les inégalités (4) comme évidentes. Si I on suppose, en effet . que le 
nombre des points du système ait une valeur finie quelconque n , la première de res iné- 
galités. qui ne diffère des deux autres que par des changements de lettres, devient 

(m.xl-fm,/; -+- +m 9 jr\ -h ... -*- m K yl )>(m t x,jr % + ... -4-m. 

or elle peut s écrire 

2 )* > o, 

et, sous cette forme, elle devient complètement évidente. Le seul cas d’exception serait 
celui où tous les éléments de la somme seraient nuis. Cette condition ne pourrait être rem- 
plie pour les trois inégalités (4) à la fois, que si tous les points du système se trouvaient 
sur une même ligne droite passant par l'origine. 

(Note Hc M. J . Bertrand. ) 
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NOTE VI. 




Sur les équations différentielles des problèmes de mécanique , et la /orme 
que F on peut donner à leurs intégrales . 


Dans la section IV de la seconde partie, Lagrange fait connaître la forme très- remar- 
quable que prennent les équations de la Dynamique, lorsque l’on substitue, aux coordonnées 
des divers points, un système quelconque de variables. Nous allons revenir, dans celle 
Note, sur la formation de ces équations. Nous indiquerons ensuite une transformation très- 
heureuse que leur a fait subir M. Hamilion, et dont on peut déduire plusieurs propriétés 
de leurs intégrales qui conviennent à tous les problèmes auxquels s'applique la transfor- 
mation de M. Hamilton. 


Soient z Xy x,?,, x m y*z mX les 3« coordonnée* des points d'un système. Il, =o. 
17, = o, , n,„_ 4 = o, 3 il — A équations de liaisons qui définissent le système. Dans ces 
équations, In 3« coordonnées peuvent figurer d'une manière quelconque avec le temps /; 
désignons par ÿ,, y,,..., ÿ 4l A variables nouvelles, telles que l'on puisse exprimer les in 
coordonnées x, x n y n z ny en fonction de ces variables et du temps /. Les formules 
qui expriment les coordonnées étant telles, bien entendu, que les équation* 11, o, 
n, = o,.„. ri ln _| = o, deviennent ideutiques lorsqu'on y substitue aux diverses coor- 
données, leur expression en fonction des variables nouvelles. 

Les équations du mouvement ont, comme on sait, pour type général 


<«) 


d'x, __ 

dr 

Y , \ </n > 

V + A * rfrT 

. d n, 

+ ''HT,*' 

* 4* 

d n ; ._4 
dx, 

» 

„ , d n, 

. i/n, 

4- A, — ’ -h . 
dy. 

■ • 4- *3n-.i 

d n„_, 

1 dt, 

d'i, _ 

dr ~~ 

, dn, 
-dï 

, n n, 

■ • 4l| „-i 

d ll.^i 
‘ dz, 


la lettre i désignant un uombre entier quelconque au plus égal à n, m , la niasse du point 
dont les coordonnées sont et X,, Y,, Z, les composantes de la forci' qui sollicite 

* ce point. 

Multiplions les équations (t), respectivement^ par et ajoutous-ics à 

toutes les équations analogues que Ton obtiendrait en attribuant à t les n valeurs dont il 
est susceptible ; il viendra 


(*) 




! (Le, d'x, 
~de 


dr, d'-j, 
dtf m dV 


rfi, d'l,\ _ v / „ dx, , . , <fy. 
dq. dt' ) 2 .\ x 'd 1m + d,,. 
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1rs facteur* À,, a,,..., X ln _ 4 disparaissent dans l'addition à cause de la relation 

v /' <n « rfj , Hn ,‘‘r» rfn .‘ /s A_ 

dq. dy $ dq. d-.^ dq.) °’ 

qui résulte de ce que la fonction II* (a désignant un indice quelconque au plus égal à 
\H — A) s 'annule identiquement lorsque x,, x t , x„, y,, jr t1# . . , r„ sont 
remplacés par leurs valeurs en <y, , <7,,..., q, et t. 

I«e second membre de l'équation (a) doit être regardé comme une fonction connue des 
variables y,,..., <f t et f; car X,, Y,, Z„ X 4 , z, sont donnés par l'énoncé du pro- 
blème en fonction de ces A 4 - 1 variables. Il n’y a donc pas lieu de transformer ce second 
membre . et nous le désignerons par une lettre Q*,. 

Pour transformer le premier membre, écrivons-le de la manière suivante : 

VT» / dx, riz] dy, d/ dt, th\ \ 

2 mi \d^.~dT + W.~dT + dq.'d,)' 


en désignant par x , , y, , 2’, les composantes de la vitesse du point dont les c oordonnées 
sont x„ y t> z,. On a identiquement 

( ■%?* / dx, dy, dy, dx, dx \ rf w / , dx, , dy, . dx, \ 

_ \ 2é n>t VdÇl Ht ^~dq m ~dt ^dq m ~dt )-dt2é m ' {*' d^ m 7Üf m ~*~ *'dî~ m ) 

( :>) t 

I / , d dx, , d rfy, , d rfs, \ 

( ~ 2 \ X - dt dq. dt dq. + *• d, Âf.j ■ 


X, t jr„ z, sont donnés , par hypothèse, en fonction de </,, <7,, . . . r et t \ cm dilléreiitiant 
les formules qui les expriment, ou aura 


(«) 


d'où l’on conclut 


on a , d ailleurs. 


, dx, dx, 

X. = 

rff dq, 

1 dx, , 

dx, , 
+ dq, y l 

f/.-p + p 


, dr, 

K* dt dq, 


dqS*' 

1 , dx, dx. 


dx, , 

' dt dq 

7' ^ 

dqk* k 

dx, dx] 

dq m dq m 

’ll 

f.p. 

dx, d:\ 

dq m dq] ' m 


d dx, d l x, d*Xi , d'x, , d'x, , 

dt dq m dq m dt dq,dq m ^ dq,dq m dqidq m 


ce qui équivaut évidemment, d'après la valeur de x\ fournie par l'équation (6), 
O11 obtiendrait de même 



d dr, dy\ 

dt dq m dq m ' 


d dt, dx, 

dt dq m dq m 
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Kn ayant égard à ces relations, et si, de plus, nous posons 


4l I 


l‘ équation (4) deviendra 

d dl dl _ 

àt dq m dq m “ 

On obtiendra k équations de même l'orme, en attribuant successivement à l'indice m cha- 
cune des valeurs i, a,..., A, et l'on formera ainsi les h équations différentielles suivantes : 

*L 11 __U — O 

di dq\ di j, ** 1 ’ 

d fil dl _ 0 

dt dq\ dq. 


d dl dT _ ^ 

di dq\ dqt 

qui sont précisément les équations de Lagrange. Dans ces équations, les inconnues sont 
<7i» , qiy et leurs dérivées q\, q\ y , . q \ . Q,, Q,,..., Q* sont des. fonctions don- 

nées de ces inconnues ; il en est de même de T, car x if y„ z, étant donnés, par hypothès« . 
on peut former par la différentiation, x\ , y, , z , . Il est important de remarquer que. d'après 
les règles de la différentiation , x] , y\ , z, seront des fonctions linéaires de q , , q\, 

et que, par suite, T sera une fonction algébrique entière et de degré a de ces diverses déri- 
vées. Si les expressions de x„ y it z, ne contiennent pas explicitement la lettre et cela 
aura lieu toutes les fois que les liaisons seront indépendante* du temps, on voit facilement 
que xi, y,, z\ seront des fonctions homogènes du premier degré, et, par suite, T une 
fonction homogène de degré i par rapport aux variables q\ y q ^. . q \ . Cette remarque a 
une grande importance. 

II. 

Nous supposerons, dans les considérations qui vont suivre, un système dont les liaisons 
soient indépendantes du temps, sollicité par des forces ayant pour composantes I*» dérivées 
partielles d'une même fonction. Nous admettrons, en un mot , que le principe des forces 
vives soit applicable au problème dont nous nous occupons. 

Reprenons les équations différentielles du mouvement 

; d dl àl 

I dt dq r t dq, 

d d T dl 

dt dq \ dq, 


d d T dl 

dt dq ‘ t dqt~ '* 1 ’ 
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ces équations sont du second ordre, mais on peut les ramener au premier ordre en l’onai- 
dérant ijf|, q \, . . q\ comme A inconnues nouvelles définies par les équations 


(») 


d, t< . 



rfyi 

dt 


= V'i. 


et nous aurons, de cette manière, un système de a A 1 -q nations du premier ordre. 

Poisson a eu l'idée de transformer le système des équations (i) et (a) en substituant aux 

... ,, rfT rfT dl 

inconnues q , q... . . , q, les inronmics nous elles —m — — r- , , nui en sont des 

‘h, dq dq, 1 

fonctions linéaires; mais il n’a pas développé complètement son calcul de transformation , 
et M. Hamillon a donné, le premier, les équations très-simples auxquelles ees variables 
nouvelles vont nous eotiduire. 

Posons 



d T 
'<1 


= f>„. 


rfT 

d'h 


= Pi- 


les iquations (i) deviendront 


dp, rfT .. dp, rfT .. dp t rfT 

dt dq, ' v * * dt dq. ' f " ’ dt dq, '' ’ 

mais la substitution des variables p„ p „. . . , [>, à q , , tj,,. . q\, exige que les seconds 
termes de ces équations soient transformés. 11 est clair, en ellel, que T étant exprimé en 

fonction de q„ q„...,q„ q\,q r/',, puis en fonction de q„ q,,...,q„ p„p„..., p ,, 

n'aura pas, sous les deux formes, la même dérivée par rapport à q m . 

T étant une fonction homogène de degré a des variables q\, q . , . . ., q , , on a, identi- 
quement . 


. dl rfT 
iT = «, —t + qr—r- 
' dq, " dq, 


<h 


rfT 

w, 


ce que l'on peut écrire 


,,, ... .rfT , rfT . rfT , , . . t 

( 3 ) 1 = ?• ÔT rf,;'*’ +■?• rf^ ~ T=q,p, + q,p,+- ... +q,p, — T. 

Prenons la variation des deux membres en faisant varier toutes les variables à la fois; i! 
vient 


, a x , x d T > dl a dl X 

( 4 ) *Ts=q t dp t +q,tp,-h — ^ ^ — ••• — 


(Nous supprimons, dans le second membre , les termes p m âq m et — 
détruisent.) 

Or, en considérant T comme fonction de p,, p tt . . .. p 4 , q u q t1 . . 


dl * • 

qu. se 
q, , un conclut 
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VOTES. 


4*3 


( 5 ) 

(fi) 


d T 

dp~ q '' 

dT 

dq, 


dj 

dp 


= V. 


II 

dyi 


— 'h ■ 


dx rfr 

dq, ’ dy, 


II 

dq,' 


d T 
dy» 


II 

dq, 


l.es Quations (6) donnent aux équations du mouvement la forme 

d T 


(A) 


d h-n _£? 

dr — dy,’ 


“ci — o 
dr dq, 


dp * _ dT 

d/ dy,’ 


et si on leur adjoint les relations (5), 

(B) 


dj dq, 
dp, dt 


dj _ d Jh 

dpi dt 


dl <///* 
rÿi dt 


on aura a A équations dilTércntielles du premier ordre entre les inconnues 
f/i, y,, . . y,. Pour simplifier ces équations, rappelons-nous que X,, Y,, Z,, composantes 
de la force qui sollicite le point X,, y , . z,, sont , par hypothèse , les dérivées partielles d'une 
même fonction U, et que l’on a 


X, 


dU .. dU 

dx' ~ dy' L ' 


dU 

dl, 


donc , en se reportant à la définition de la fonction Q„, 


Q.=yx.f’ 4 -y^ + Zi^. 

dq. dq m dq. 


on en conclut 


dy^ 


Si l’on remet dans les équations (A), à la place de Q, , Q „ .... Q,, les valeurs fournies par 
cette formule , et que l’on pose , de plus , U — T = H, ces équations deviennent 


jQ dp, dH dp, dH dp, dH 

~dt dq,' dl dq' dl dq, 

■ y dH 

si l on remarque , eu outre , que U ne contenant pas p,, p„. . p,, on a — 

équations (B) pourront s’écrire 



les 


( 0 ) 


dq, _ _ dH dq, _ dH dq, _ dH 

dt dp,' dt dp,' ' dt dp, 


Les systèmes (C) et (D) donnent, sous la forme la plus simple, les équations d uo pro- 
blème de mécanique auquel s'applique le principe des forces vives. On voit que deux pro- 
blèmes de ce genre ne diffèrent l’un de l’autre que par le nombre des variables et la forme 
de la fonction H. 

j V er, anal. I. 53 


( 

1 
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III. 

Quoique l'on soit loin de savoir intégrer, en général, les équations C ci T) du paragraphe 
prérédent, leur formt* permet, néanmoins, d'établir plusieurs théorèmes fort importants, 
qui s’appliquent à toutes les questions représentées par ces équations. 

Nous commencerons par établir le théorème suivant, qui est dû à M. Hamilton : 
Théorème. — Les intégrales (Lun problème de mécanique , auquel s'applique le prin- 
cipe des forces vives, peuvent toutes s'exprimer en égalant à des constantes , les dérivées 
partielles d'une même fonction prises par rapport à d'autres constantes. 

Reprenons les équations différentielles d’un problème de mécanique auquel s'applique 
le principe des forces vives , 

dp, _ rfH dp, _ rfH dp k _ rfH 

dt d(f , dt dq, dt rfy* 

dq, rfll rfy, rfll rfy* rfll 

dt dp, * dt dp , ' dt dp k 

Supposons que ces équations ayant été intégrées, /> t , p lt q k soient 

connus en fonction de t et de a A constantes arbitraires. Si nou* remettons ces valeurs 
dans la fonction H. nous aurons, en dilférentiant le résultat par rapport à l’une des con- 
stantes a , 

rfll rfH dp, rfll dpi ^ //H rfy, ^ rfH rfy, ^ rfH dtp 

rfa ” dp, rfa * * dp k rfat rfy, rfa rfy, rfa ’ rfy* rfa 

r ’est-à-dire , en ayant égard aux équations (t) qui sont, par hypothèse, satisfaites, 

, , rfH rfy, dp, rfy, dp, rfy* dp k dp, dq , dp, dq, dpi dqi 

rfa dt rfa dt d a dt rf* dt rfat dt rfa dt rf* 



ce que l’on peut écrire de la manière suivante : 




P‘ 






Mais la fonction T étant homogène, de degré î, par rapport à q \ , i/\, , ({, , on a 


dt 


dt 


WS' + W.' 1 '- 


^ dt . -, 


Or cette expression ne diflère pas de celle dont la dérivée, par rapport à «, figure dans It* 
second membre de l'équation (3), en sorte que cette équation devient 


rfH rf/ rfy , rfy, rfy*\ 2rfT 

K = al P' rfT ) - -7T' 
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ou enror»' 

14) 


) d / dq t Hn t dq t \ 


rf,(H -t- a T) Hi dq, 

da dt J * <ia 

ou, en intégrant les deux membres par rapport à /, 

| ( H + aT ) A = (p'^-<-A '*sr + 


(5) 


les indices o et f placés an-dessons des parenthèses indiquant qu’il faut y supposer le temps 
égal k zéro ou à /. 

i. 'intégrait* I (H 4 - aT) dt est une fouction de / et des 2 A ton s ta nu* arbitraires, dési- 

Jo 

gnons-la par S, l'équation précédente deviendra 

si nous la multiplions par dot pour l ajouter ensuite à toutes les équations analogues que 
I on obtiendrait en remplaçant la constante ac, successivement, par toutes celles qui figu- 
rent dans les intégrales du problème, on aura 

(7) iS = p,dq, + p,iq,+ ... ■+■ p,ôq, — [p,),(âq, (iq,).— ... — (/>,). (£7,),, 


•mi désignant par le signe i ta variation totale d'une fonction des diverses constantes . lors- 
que celles-ci varient tonies à la fois. 

Remarquons, actuellement, que S étant une fonction de t et des a Ai constantes arbi- 
traires, peut s’exprimer en fonction de t et de 7,, q „ . .. , q t , (7,)», (7,)»,. . . , (71).. On a 
admis , en ellel , que 7, , 7,, .... 7, sont des fonctions de t et de a A constantes ; si , dans les 
A équations qui les déterminent, ou fait ( — 0, on obtiendra A équations nouvelles , dans 
lesquelles (7,)., (7,).,..., (7,), remplaceront 7,, 7,,..., 71, et qui, jointes aux précé- 
dentes , permettent d'exprimer les a A constantes en fonction de t et de 7,, 7,,. . 7», (7,),, 

(7»)ss-» -s (?»)•• 

Si nous supposons que le calcul indiqué soit elléclué, l'équation (7) fournira la varia- 
tion de S, lorsque toutes les variables dont celte foncliou dépend, à l’exception de t seule- 
ment, reçoivent des accroissements infiniment petits. On en conclut, d’après les principes 
•lu calcul différentiel , 


.( 8 ) 


dS 

rfS 

d S 

£ 

II 

HP 

«. = P ‘" — 

dq~ P " 

rfS 

H S . 

,/S . s 

</(?,). {P,U ' 

5 ^ — 

’ diïT). = - {pi) " 
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et ces équations ayant lieu entre p l9 p ty . . . , p iy y t , y,,. . . , y,, le temps t et les a A con- 
sumes (/>,)*, (/>,)•»• . (/»*)♦, (yi)*i (y»)«, (</<)•. elles sont, évidemment, les intégrales 
complètes du problème. On peut remarquer (jue les équations qui composent la première 
ligne du groupe (8) forment un système à part, dans lequel ne figurent pas p t1 p,,. . . , p ly 
et qui permettent , par conséquent, de calculer les inconnues y,, y,,. . y< en fonction du 
temps et de toutes les valeurs initiales (y,) 0> (y«)o». . . , (</*)♦? (/*«)•• 

IV. 

D'après la manière dont la fonction S s’qsl introduite au paragraphe précédent, il semble 
que, pour la connaître, il soit nécessaire d’avoir préalablement résolu le problème dont 
• on s'occupe, Mais nous allons montrer que cette fonction satisfait à une équation diffé- 
rentielle partielle du premier ordre, dont toute intégrale complète peut la remplacer dans 
la formation des équations intégrales du problème de mécanique. 

Nous avons posé 

(i) s = f ( H •+■ 

v'o 

en se reportant au paragraphe 11, on a 

HrsU — T; 

donc 

s = jf'(i: + T )dt. 

Ibfférentions les deux membres par rapport à f, et remarquons que S contient t , explici- 
tement , et aussi à cause de q„ q ,, . . . , q, qui en dépendent , nous aurons 

, . , T _ '/S dS dq, rfS dq, rfS djp 

dt dtp dt dtp dt dtp dt 

Or -jf''"' ~j~ ' 40,11 de» fonctions linéaires de p ,, p,,. p,, c'est-à-dire (para- 
graphe III) de ~ de sorte que, par la substitution de ces valeurs, l'équa- 

tion (a) deviendra une équation différentielle partielle du second degré par rapport aux 
dérivées de S. Pour former rette équation, il faudrait transformer, comme nous l’avons 
indiqué, la somme 

rfS , rfS , , rfS , 

d^' + , + 

qui figure dans le second membre; or le résultat de ce calcul sera évidemment le même si 
l’on substitue à cette somme, l'expression 

+ P‘7«> 
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qui n'en dillcrc que par le changement de 15 > 15, • ■ • , 15, en /(,, p„ change- 

ment dont l'effet sera détruit par le changement inverse que l’on doit faire à la lin du 

ralml. Or, la fonction T étant homogène du sceond degré par rapport à q \ , q\ q\ . on 

a, identiquement, 


„ rfï rfT . 
i r = — rfl, -+- -r-rq, 

dq, ' d 1 . 


<n 

dq, 


<?* = /'<?, + /Mi- 


' P‘<h • 


en sorte que l'équation (a), à laquelle satisfait la fonction S, peut s'écrire symboliquement 


c'est-à-dire 

( 3 ) 




U=f + (T), 


les parenthèses qui entourent T indiquant que cette fonction doit être exprimée en fonction 

de p, , pt , . . . , p, , et que ces variables seront ensuite remplacées par 15 , 15 , 15. 

. dq, dq, dq. 

L’équation (3| admettra une infinité de solutions contenant chacune k constantes arbi- 
traires, et que Lagrange nomme les intégrales complètes, {.'une de ces intégrales sera la 
fonction S que nous avons définie dans le paragraphe précédent : mais nous allons montrer 
que toute autre inlégralr complète peut remplacer celle-là , et fournir la solution du pro- 
blème de mécanique dont on s'occupe. 

Soit , eu effet, 

(4) -*=F(f, q,,q,,.« .,q,, a,, ti,,.. .,<*,) 


une telle intégrale, satisfaisant identiquement à l'équation (3) et contenant k constantes 
arbitraires; si I on pose 


( 5 ) 


lis _ (/S 

dï,- b " dï. 


b,,-.-, 


15 

fiel t 


b 


11 


je (lia que l'on aura la solution complète du problème proposé, et que ers équations (5) 
fourniront les valeurs de q , , q k en fonction de / et de a k constantes arbi- 

traires. Pour le démontrer, rappelons-nous que les équations diOércntielIcs du mouvement 
sont 


( 6 ) 


9-1# 

II 

dH 

» 

dp, 

dl 

_ dU 
dq,' 

dp k 
dt 

dq, _ 


rfH 

dq. 

dü 

dqt 

dt ~~ 


dp.' 

dt 

~ dp, ' ’ 

dt 


dans lesquelles H désigne 1a différence U — T. U ne contenant pas p,, p ,, . . . , n,, on a 

du rf r 

d/i, dp, ' 
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on aorte que la seconde ligne des équations (6) peut s'écrire 


, dq, dJX *h__d T dq± HT 

Ht dp, ’ f/f <//>, Ht H/n 

Nous commencerons par montrer que ces équations (7) peuvent se déduire du système des 
équations ( 5 ). 

En d i Itèrent i an t. res équations ( 5 ) par rapport à nous aurons 


(81 


d'S H 1 S , 
Ha, Ht Aq,tia,^' 


d i S , d * S 

555 v, + 5 ^ 2 , ’*• 


1 laquelle il faudra adjoindre A — ■ équations que l'on formera en changeant dans celle-ci 

<1, en o„ a„ , a,. Le système des A (quations ainsi obtenues donnera le* valeurs de </ , 

qui résultent des relations ( 5 ). 

Or. en dilférentiant par rapport à a, l'équation ( 3 ). à laquelle S satisfait identique- 
ment , il vient 


(!)) 


./■S 

dtda, 


d T 

il, 


t f t t j 

^ — désignant ici la dérivée par rapport à «, de l'expression dans laquelle se transforme T, 

lorsque Ion y remplace p n ..,;>* par * —• On a évidemment . d’après 

cela , 


'{\T^_HT H '■ S //T </T rf*S 

f/«, dp, Hq,da, dp, Ht/ Ha, * ’ dp% dtpda, 


et , dans le second membre de cette équation , il faudra encore transformer ~ ~ ^ , 

en y remplaçant p t , p 9l * * * y Pi P ar ^ » • • • » ^ • Pour indiquer cette transformation, 
nous placerons ces quantités entre des parenthèses. L'équation (9) deviendra alors 


_ rf>s /</t\ </> s /<rr\ rf»s /U\ Jl* s 

1 ' dpi) Aq,da y dp-,) Hq,Ha \<^>* ) dqîda, ’ 

à laquelle 011 pourra joindre À — 1 équations que I on formerait en changeant dans celle-ci 
n, en a,, , a t . Or, si l’on compare le système des équations ainsi obtenues avec celui 

dont l’équation (8) est le type, 011 eu conclut que ce dernier sera satisfait par les valeurs 
suivantes des inconnues q \ , q \ , . ♦ . , <f k : 



<>r on a démontré [paragraphe IL équation ( 5 )] les relations 


dl , dT dT , 

d P - q " df—' 1 " 
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en sorte que les formules précédentes peuvent s’écrire 

( ,3 ) V, = (< 7 '.)» ?, = (?'>),•••» q'k — dk), 

(ÿ,), (V,)j»**î i*(k) désignant ce que deviennent les expressions q\ y f/‘ k , lorsque, après 

les avoir exprimées en fonction de />,, />„ . . p k , on remplace ces dernières variables par 

d S dS </S c . , r . . . r • 

— , —, • • • , - — supposons maintenant qu en taisant subir cette transformation aux 

*/r/, dq , dtp ri 1 

seconds membres des équations (12), on exprime en même temps, et par lesformuhs mêmes 
dont on aura à faire usage, les premiers membres en fonction de p iy p t> . . ., p k , on for- 
mera un système d’équations dont les deux membres ne différeront que par le changement 


' P‘ en 3 *,’ , 77 , 


• * — , et dont on déduira , par conséquent . 


. . aS dS dS 

<‘ 4 > = "= 3 ** 

Si nous revenons actuellement aux équations (la), on peut les écrire 




9, = ^,’ 


en supprimant les parenthèses qui n’ont plus d’autre objet que d indiquer la substitution 

, dS dS d S , . . , . , . , , , . 

de ~ , , a des quantités qui leur sont égalés en vertu des équations (14). 

Le» formules ( a 5 ) forment une moitié des équations différentielles du mouvement qui sont, 
par conséquent , satisfaites. Les équations qui, jointes au système (i 5 ), représentent les 
conditions complètes du problème, sont les suivantes : 

, dp . f/H dp, rfH dpi d H 

dt dq, ' dt dq* * dt dqi 

Pour montrer qu'elles sont également satisfaites, différentions par rapport à t les expia- 
tions (i 4 ); les résultats obtenus seront de la forme 


dp x rf*S d*S , d 1 S 

dt dq,dl dq\ dq,dif . 


dq x dtp 


ou, en remplaçant q\ y Ç,,..., q\ par leurs valeurs —, — . • • • , — 1 

181 d’S dT d'S d T d' S dT 

dt dq x dt^~ dq\ dp, dq,dq t dp, dq { dqy dp k 

Différentions actuellement par rapport à q t l'équation 


U=^(T), 
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r/ir rf’S rf(Tl_ rf’S , rfj , , </T'w/'S /rfT'i d'S ;'</T\ rf‘S 

rfy, dtdq,~*~ dq, dtdq,'^~\dq,)~^~\dp,}dq]~^~\dp l )dq- l dq,~^'"^~\dpi)dqidq^ 

.»u, en remplaçant J, , par leurs valeurs y',, <7', y», 

. . dU rf’S /dT\ , rf’S , d' S , rf’S 

< a,) = *5f, Vaç: j + *• ar; ^ *• ^ 

en romparant les équations (17) et (ai), on conclut 


dp, 

dV 

-r' T V 

dt 

dq, 

U/J 


Or on peut, en vertu des relations (i 4 )> enlever les parenthèses qui entourent — . et 
l'on a enfin 

dp, d(V— Ti _ «/H 
dt dq, dq, ’ 


( l’est précisément la relation que nous voulions établir; on obtiendrait des valeurs ana- 
logues pour 7^ ' il est prouvé, par conséquent, que toutes les équations du 

mouvement sont satisfaites par le système des relations ( 5 ). 

L'idée de substituer à la fonction S de M. liarailton l’une quelconque des intégrales de 
l'équation à laquelle elle satisfait, est duc à Jacobi (*). La démonstration a été développée 
par lui dans le cas d un système sans liaisons. Plusieurs géomètres ont traité depuis la 
même question, mais je crois la démonstration précédente plus simple que celles qui 
avaient été données jusqu'ici. 

V. 


M. H a ni il ton nomme la fonction S, à laquelle se rapportent les calcuLs précédents, 
la fonction principale du problème. 11 a considéré, en outre, une autre fonction qu’il 
nomme caractéristique, et que nous désignerons par V. Nous croyonsdevoir placer ici la 
définition de cette fonction V, et l’indication de sa propriété la plus importante. C’est elle 
qui s'est présentée d'abord à M. Ilatnilton, et c'est en l’étudiant qu’il est, je crois, le plus 
facile d'apercevoir les idées qui l ont guidé. 

La fonction V n'est autre chose que l’intégrale J>X mv* que l’on considère dans le? 

principe de la moindre action, de telle sorte qu'en cherchant n démontrer ce principe, on 
peut être conduit, de la manière la plus naturelle, comme on va le voir, à la belle décou- 
verte de M. H a mi lion. 


^ Journal de M. Crelle, tome XVII. 
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D après la notation adoptée dans cette Note, on a 

V = I 2 Î(/[= J (p,<f,+p,q,-*- p.fà'tf, 

*/o «-O 

on en déduit 

3\ = | (p,3q\ + p,âq',-h . . . -h p„3q'.)iü +- f (q\ip, + q\3p,+- \-q'Jp.)dt, 

Jo VO 

le signe d se rapportant à la variation de toutes les constantes qui figurent dans f/»,--. 7m 

/*»> /*•»* • •? P*- 

En intégrant par partie les termes de la première intégrale, et remarquant que 

% . d t/i . 

il vient * 



!>v = J ( — *•/< ^ — *qt 75? — • • * — dq* % ■+■ + •••-*- v’-ty- ) ,lt 

> 4 - (/>,#</, 4 -P,iq, 4 - . . . 4 - 

les indices oeil placé, après les parenthèses indiquant qu’il faut y remplacer successive- 
ment le temps par o et « , et faire la différence des deux résultat». Or, d’après les équations 
différentielles du mouvement, on a évidemment 


— dH = — âq, ^ — 3q, 3q, -f- q'.ip, 4- (f, tp, 4- </'. *p» ; 

S 

en sorte que, J H étant constant en vertu du principe des forces vives, l'équation précé- 
dente, devient 


3 V Z= — t3H + p,âq, -¥■ p,iq, 4 - . . . 4 -p n ôq m — p\ 3q\ — p\3q\ — ... —p*àq’ m . 


Si donc on considère V comme une fonction de q,, q„. . . . q„. q\, . 

on aura 


dV dV dV 

di~ P 


dV . dV . dV . dV 

dq\~ ~ dql pn ' < 7 h — 


. . , g* et de H, 


t. 




Ces équations peuvent être considérées comme la solution complète du problème proposé, 
qui sera, par conséquent, résolu si l’on parvient à déterminer la fonction caractéris- 
tique V; V satisfait comme S à une équation différentielle partielle dont une seule intégrale 
complète suffît pour résoudre le problème. Mais nous renverrons, pour l'étude de celte 
équation, au Mémoire de M. Jacobi, qui a traité avec développement le cas d'un système 
libre; le cas d'un système à liaisons quelconques ne présentera aucune difficulté aux per- 
sonnes qui auront étudié les propositions analogues démontrées plus haut, et relatives à 
la fonction S: 

Méc. anal . I, 54 
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Noua ne pouvons indiquer ici aucune application particulière de la théorie qui fait 
l'objet de cette Note. On pourra consulter utilement plusieurs Mémoires de M. Liouville, 
insérés aux tomes XIV et XVI de son Journal , et dans les AdeUtions à la Connaissance 
des Temp% pour i85o. 

( Note de M. J. Bertrand. ) 


NOTE VII. 


Sur un théorème de Poisson. 


Poisson a fait connaître, dans l'un de ses Mémoires, un théorème très-général sur lequel 
il avait fondé une manière nouvelle de présenter la théorie de la variation des constantes 
arbitraires. Quoique ce théorème semblât extrêmement remarquable en lui-même. Poisson 
se contenta de l'appliquer au but spécial qu'il se proposait, sans indiquer même qu'il fût 
possible d'en faire un autre usage. Plus de trente années après, au moment meme de la 
mort de Poi&sou , l'attention des géomètres fut appelée de nouveau sur ce point, par l'illustre 
Jacobi , qui signala le théorème de Poisson comme un résultat prodigieux , et le plus impor- 
tant à scs yeux de toute la science du mouvement. Jacobi n'ajoutait d'ailleurs aucun déve- 
loppement à cette assertion, sur laquelle ses œuvres posthumes nous donneront peut-être 
quelques détails. Le but de celte Note est de faire connaître le théorème de Poisson , et d’in- 
diquer le parti que l’on peut en tirer pour l'intégration des équations différentielles de la 
Mécanique. 

L 


Considérons un problème quelconque de mécanique, auquel s'applique la transformation 
de M. Hamilton exposée dans la Note précédente. Soient 

-• 

dp, f/H dp , d\\ dpi </H 

dt dq, * dt ’ dq t * ’ dt dqt 

dq, <fll dq. rfH dqi ^ i/H 

dt dp, dt dp, ' dt dpi* 

les équations différentielles de ce problème. Si l'on suppose connues deux intégrales de ce 
système d'équations , contenant chacune une constante arbitraire et résolues par rapport à 
ces constantes , 

(a) « = î(?i, <?*.•••> Pu - ■•,/>••*)> 

( 3 ) P = 
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le théorème de Poisson consiste en ce que l'expression 

. . dz dp dzdfi^dx dp dz dp ^ dz dp dz dp 

dq , dp, dp, dq , dq , dp- dp , dq, dqi dpi dpk dq, 

qu’il désigne par (a, (3), conserve une valeur constante pendant la durée du luouvemeul: 
en sorte que , si /* équation 

(ar , &) = const. 

n'est pas une identité , elle sera une intégrale du système d’équations différentielles pro- 
posé. 

Pour démontrer cette proposition , nous allons former la dérivée de l’expression (ar . (3) , 
et vérifier qu’elle est nulle; on a 

, r . d{a y p) ! dz d dp dp d dz dz d dp d$ d dz\ 

dt \dqi dt dp, dp, dt dq, dp, dt dq, dqi dt dp, J 

Or, z et /S étant des intégrales du système (i), ^ et ^ sont nuis identiquement lorsque 
l’on a égard à ces équations, et Ton a 

_ dz Y— dp 

dt dp, dq , dq, dp, dt éL dp, dq , dq, dp, 

si Ton différentic ces deux équations par rapport à q,> et à p <•, i* désignant un indice quel- 
conque. on aura 

, * d'z spi / d'z </H da d* H d'z d H dz rf’H \ 

dt dp,- £ <é\dp,dp/dq , dp, dqi dp/ dq,dp/ dp, dq, dp, dp,' 

. > d i z ^ / d*z d H dz d* H d'z rfH dz </*H \ • 

dtdq/ jL*\dp,dq,> dq, dp, dq,dq/ dq,dq/ dp, dqi dp,dq/ f 

et deux autres équations qui ne différeraient de celles-là que par le changement de oc en fi. 
On a d’ailleurs 


d dz d 1 z y d*z dpi d*z dq, d s z d*x rfll d*z d H 

dt dp / dt dp,- dp, dp? dt dq t dp/ dt dt dp,> ^ dp, dp/ dqi dq,dp/ dp, ’ 

d dz d' z d 1 z dp, d'z dq, d l z ^ d 1 a rfH d'z r/H 

dt dq/ dtdq, '*~ fLd<lq, dp,, dt dq,dqp dt dt dq/ dp,dq/ dq , dq,dq,> dp, 

en vertu de ces relations, les équations ( 6 ) et ( 7 ) peuvent s'écrire 

y/., d dz /rfa d'H dz \ 

dt dp / émà \dpt dq,dp/ dq t dp, dp / / ’ 

(9) * 0 = f ^ + 

dt dq/ dp, dqt dq/ dq, dp, dq / / 


d'x r/ll d-x d H 
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et l'on aurait de même 

(.») u - ^ + y JÜJL _ d A 

di dp,* +*dp, dq, dp ? dq, dp, dp? 

(>.) u _ d d P , y<*P rf ’« •*> rf ’H 

di dff/ dm* dp, dq , dqf dq, dp, dq / 


Si I on déduit des équations (8), (y), (io), (i i) les valeurs de 7 f* • t r 1 \ [ v~ ’ 

1 \ M \ I di dp,* dt dq: dt dp,* dt dq,* 

pour toutes les valeurs de l’indice /, et qu oi» les reporte dans l'équation ( 5 ) que nous vou- 
lons démontrer, 011 obtiendra une identité, comme on s'en assure bien simplement en 
remarquant qu'après cette substitution, tous les termes du serond membre contiennent en 
facteur une seconde dérivée de la fonction H; en réunissant les termes qui correspondent 
à la même dérivée, on verra qu’ils sont au nombre de quatre, et se détruisent deux à deux. 
On en conclut 

%!> = „, 
dt 

et . par suite, 

(ar, / 3 ) = eonst. , 

ce qui est précisément le théorème de Poisson. 

Si (ar, ( 3 ) est une fonction des variables ÿ,, <7,,..., q l9 />,, 7/,,..., p*. que l'on ne puisse 
pas considérer comme fonction de » et de (5, celte équation (et, /S) = const. sera une troi- 
sième intégrale que l’on pourra combiner avec les deux intégrales a et (Ü, de manière à 
former une nouvelle expression constante qui, dans certains cas, pourra être une qua- 
trième intégrale, et ainsi de suite. Malheureusement , les cas dans lesquels ce procédé ne 
conduit pas à des intégrales nouvelles, sont excessivement nombreux. Mous allons donner 
quelques détails sur cette question importante. 


II. 

Soient 

* = <?.. £ = ?*, 7 = ?« * = 9 ti* 

les intégrales d'un problème de mécanique, y,, représentant des fondions des 

inconnues et de la lettre t , qui conservent la môme valeur pendant toute la durée du mou- 
vement. Une fonction arbitraire de fu partagera évidemment la même pro- 

priété, et nous pourrons regarder 

A = F,(f,, 9,,..., ?,,) = F,(a, P,/, 


comme étant aussi une intégrale des équations différentielles du mouvement. 
Si nous considérons une seronde intégrale 

H = F, (7,, o,, ÿ,i) = F*(*> £1 7? • • • 1 
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F, et F, désignant deux fonctions arbitraires, on vérifie ra bien facilement, par les seules 
règles de la tliflérciitiation, qu'en combinant les deux intégrales À et H, comme il a été dît 
dans le paragraphe précédent, on obtiendra identiquement 


(A, 


... . r , / dV, 




rf î> 

ri F, ri F 
rii fi; 


<1 F, fi FA . / rf F, -/F.. fit, fl FA 

■ 5 ? rfT.) + K rf7 _ ri; ri,)-*- • ■ ■ 
JF, rif,\ , ../«/F, rfF, </F, r/F,\ 

rff + Tn-rfï 


F, elle formule fournit le résultat de la combinaison de deux intégrales A et H, en fonction 
des résultats obtenus par la combinaison des intégrales dont A et H dépendent; elle nous 
sera fort utile. 

III. 


Lorsque I on connaît deux intégrales, que nous désignerons, pour abréger, par le nom 
des constantes x et £ qui y figurent, il peut arriver, de deux manières différentes, que le 
résultat de leur combinaison ne fournisse pas une intégrale nouvelle. Cela aura lieu , en 
effet, si l expression (et, est identiquement constante, et si. sans être identiquement 
constante, elle est fonction de a et de ,3, de manière à pouvoir résulter de la combina ison 
de ces deux intégrales. Il est important d'examiner ces deux cas, et de reconnaître s'ils 
doivent fréquemment se présenter, Nous démontrerons d abord un théorème qui permet de 
les rattacher Fane à l’autre. 

Si 

*=?• £=+ 

tout deux intégrales d'un même problème , telles que (a, |S ) soit une Jonction de et et de £, 
d existe toujours une Jonction de x et de fi qui , égalée à une constante y, Jbuniirn une 
intégrale telle , que (a, y) soit identiquement V unité. 

O n a, en effet, d'après la formule du paragraphe précédent . 

(a, y ) = (a.£)^[: 

si donc for, fi) est, comme on l a supposé, fonction de x et de 1 3, on pourra toujours déter- 
miner y par la condition 

<h 

et faire en sorte que (a, y) soit égal à l'unité. 


IV. 


Après avoir montré que les deux cas dans lesquels le théorème eh’ Poisson donne des 
résultats illusoires sont liés intimement l'un à l'autre, nous allons nous borner à étudier 


4 a6 NOTES. 

les intégrales qui , combinées avec une intégrale donnée , donnent à l'expression do Poisson 
une valeur identiquement constante. 

Nous démontrerons le théorème snivant . 

Quelle que soit une intégrale donnée et, on peut toujours compléter la solution du 
problème rn lui adjoignant d'autres intégrales j3,, /3„. . ., qui, combinées avec a, 
donnent à l'équation de Poisson une forme identique, de telle sorte que l’on ait 

(«• &>) — ■ • (a, É.) = o. (a. £,) = o,. . ., (a, £„_,) = o. 

Nous commencerons par remarquer que, quelle que soit l'intégrale a. il est impossible 
qu'il n'en existe pas au moins une autre (3 , telle que (a, {3) soit diirérent de zéro. 

Si . en effet , il en était autrement , l'équation 

2 du //p du dp 

dp, dtf, dtf , dp, 

dans laquelle* la fonction £ est regardée comme inconnue, admettrait toutes les solutions de 
réquation 

V — — — lit — 

+** dp , dtf, dtf, dp. ' 

qui exprime que £ est une intégrale. Or, ces deux équations étant linéaires et contenant le 
même nombre de variables indépendantes, ne peuvent avoir la même intégrale générale 
sans être identiques, ce qui exige, évidemment, que a soit une fonction de H, c'est-à-dire 
que l'intégrale donnée soit celle des forces vives. Mais, dans ce cas-là même, il existe une 
intégrale qui, combinée avec or, donne pour résultat limité; c'est celle dont la constante 
est ajoutée au temps. Notre assertion est donc démontrée dans tous les cas. 

Nous montrerons, en second lieu, qu'à une intégrale donnée a il en correspond tou- 
jours au moins une autre (3, telle que 

Soit, en elfet , y une intégrale, telle que (a, y) soit différent de zéro. Posons 

(a, y) = à, 

(«. à) = t, 

(«, t) = r„ 

et arrêtons-nous lorsque l une des intégrales d, «, t? sera identiquement constante ou fonc- 
tion des précédentes. Il est impossible que l'un de ces cas ne finisse pas par se présenter, 
car le nombre des intégrales distinctes est nécessairement limité. Supposons, par exemple, 
que l'on ait 

n = F(a, y, d, c), 

la fonction F pouvant se réduire à une simple constante. Soit a (a, y, d, t) une nouvelle 
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intégrale que je nomme f , on aura 


127 


«. , d a d a d et 

<«•<> = *5; + ' rf T+’ ! i7r : 


<■1 . eu (Misant (a, f ) = 1 , ou obtiendra une équation différentielle de laquelle 011 déduira a. 

Nous pouvons actuellement donner la démonstration du théorème qui fait l’objet de ce 
paragraphe. 

Une intégrale z étant donnée, on peut toujours compléter la solution du problème par 
des intégrales j3,, (3,,. . . , telles que 

(a,/3,) = i, («,P,) = o,..., (a,p„_,) = o. 

l'existence de l'intégrale (3, , telle que (a, j3,) = 1 , a été démontrée plus haut. Il reste dont 
à prouver qu’il existe aJt — a intégrales distinctes de « et de |3, qui, enmbinés avec a, 
donnent à l’équation de Poisson la forme 0 = 0 . Nommons . en effet, ji le nombre des inté- 
grales qui remplissent cette condition, et désignons-les par (3„. . Si u -H 1 est 
moindre que 2 k — a, il existera des intégrales indépendantes de celles-là. ainsi que de a 
et de /3, . Soit j3 +1J une de ces intégrales , posons 

(“’fVea) = /W 

sera, par hypothèse, différent de zéro. U le sera également de l imité, car on aurait 
sans cela 

(“•^+,-00 = °’ 


et (3 a — |3 a serait alors, d'après ce que noua avons supposé , fonction de^ n ^ lv . M {3 +| , 
en sorte que (3^^ ne serait pas une intégrale nouvelle. 

Posons 

(“’^-eî) == ^ + 4’ 

(*’/W<) = 0*-e5’ 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que nous arrivions à une intégrale identiquement constante ou 
fouclion des précédentes. Soit 


Pp-t-i — F(0,-h— i« j’ - "’ *) 

celle intégrale, et posons 


nous aurons 


mi— i* — a’ 






(«. y) = 




F ■+■ 


du 


rf Pi 


>-M— a 





et eu égalant (a, y) à zéro, on obtiendra évidemment une équation en dont l'intégrale 
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fournira des solutions fondions de fi„ fi a , fi ^^. 3 fi^^-, •'( distinctes, de fi,, 

fi, fi 5 car, sans cela, il existerait, contrairement à ce que l'on a supposé, une 

relation entre les intégrales obtenues avant fi Nous avions donc fait une hypothèse 
impossible en limitant à u le nombre des intégrales tjui, combinées avec ar. donnent un 
■ ésiiltal identiquement nul, et il est impossible que p soit différent de a h — a. 

Le théorème énoncé est . par conséquent . démontré. 

r 

v. 


I) après ce qui précède, une intégrale a étant donnée. 0/1 peut compléter la solution du 
problème par des intégrales fi„ fi,,.... fi,,-,, qui , combinées avec a, donnent toutes à la 
formule de Poisson une forme identique. Il ne faut pas croire cependant que toutes les inté- 
grales du problème soient pour cela dans le même ras. . 

Considérons, en effet, l’intégrale la plus générale 

o(«, fi„ fii £.<-<) = «; 


011 aura, d’après la formule du paragraphe II, 


. . , . tir, tir, 

*) = («, fi,)^=^; 


et. par conséquent, I ex pression (a, r,) ne sera identiquement constante que* si — est 


constant lui-même; mais on voit que toutes les intégrales, en nombre infini, qui résultent 
de la combinaison de a, donneront un résultat identiquement nul, si on les 

combine avec s. Celles-là seules, qui contiennent P,, peuvent conduire à des résultats non 
identiques. Les deux intégrales a et p, se trouvent, d'après cela, liées lune à l'autre d'une 
manière toute spéciale 1 , et je proposerai de les désigner sous le nom d' intégrales conjuguées. 
Les propriétés de ces intégrales conjuguées formeraient une étude intéressante, dont les 
développements ne doivent pas trouver place ici. Pour l’application que l’on peut faire du 
théorème de Poisson à l'intégration des équations différentielles de la Mécanique, je ren- 
verrai à 1111 Mémoire publié dans le tome XVII du Journal de M. Liouville. page 3 cj 3 . 


Note de M . J. Bertrand. ) 


FIN DI TOME PREMIER * 
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